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I. PROBABILITES






Introduction

Considérons les énoncés suivants :
— « tirer un 6 sur un dé équilibré » ;
— « il pleut demain » ;

« une météorite de grande taille va heurter la terre au cours du prochain siécle ».
Ce sont des énoncés de complexité croissante. Une probabilité est une facon d’assigner un nombre
& de tels énoncés. En général, ce nombre est compris entre () et 1, mais parfois on 'exprime en
pourcentage. Plus ce nombre est élevé, plus I’énoncé est considéré comme probable. Pour pouvoir
associer un nombre a ces énoncés, il faut tout d’abord préciser ce qu’on entend par un énonceé,
qu’on appelle événement en langage probabiliste. Puis il faut se donner des régles sur la maniére
de calculer ce nombre. C’est 1'objet de la théorie des probabilités présentée dans la permiére
partie de ce cours.
Il faut toujours avoir présent a ’esprit qu’une probabilité ne provient que d’une théorie mathé-
matique et non directement de la réalité. La modélisation probabiliste sert & pallier : notre
absence de connaissance (pour le loto, le poker, les cours de la bourse du lendemain, la charge
sur un serveur,...), une trop grande complexité du phénoméne étudié (en économétrie, évolution
du climat,...), ou d’une connaissance imparfaite des conditions initiales d’'un phénomeéne dont
par ailleurs on connait les équations (lancer de dé, météo,...). Il faut toutefois noter un cas tres
particulier ou les probabilités semblent irréductibles et sont pour l'instant considérées comme

inhérentes a la nature méme de l'objet étudié : la mécanique quantique.

Les probabilités servent également de base théorique aux statistiques, dont I’'objet est la collecte,

la description et ’analyse de données.

Ce cours présente les notions fondamentales des probabilités, avec comme fil conducteur la né-
cessité d’arriver aux notions de probabilité nécessaires aux statistiques : variables aléatoires, loi
des grands nombres et théoréme central limite. On commence par poser les axiomes des proba-
bilités et rappeler quelques notions indispensables de la théorie des ensembles (chapitre 1). On
présente ensuite le modéle de probabilité uniforme que 1'on rencontre dans les jeux de dés et de
cartes (chapitre 2). Au chapitre 3 on aborde le coeur du raisonnement probabiliste avec les pro-
bababilités conditionnelles et la célébre formule de Bayes. Les chapitres 4 a 6 sont consacrés aux
variables aléatoires. Le chapitre 7 présente les notions liées au calcul de I’espérance : espérance
mathématique, variance et covariance. Enfin, le chapitre 8 est consacré aux théorémes limites

qui sont indispensables a 1'utilisation des probabilités en statistique.
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1 Evénements, Ensembles et Probabilités

1.1 Les événements

En probabilité, un événement est un énoncé en relation avec l'expérience aléatoire considérée.
Ainsi, parler de I’age du capitaine quand on joue & la roulette ne peut pas étre un événement.

Les définitions suivantes servent & construire la notion d’événement.

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne connait pas l'issue : lancer de dé,
distribution d’un jeu de cartes, temps d’attente a un guichet de poste, temps de téléchargement

d’un gros fichier,...

L’ univers est ’ensemble de tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire. L’univers est

noté Q.

Un événement élémentaire est un des résultats possibles d'une expérience aléatoire. Un éve-

nement élémentaire est aussi appelé un état, noté w. On note donc

w € Q.

Un événement est un ensemble de résultats possibles, c’est-a-dire un ensemble d’états. Les

événements sont généralement notés par les premiéres lettres capitales romaines, A, B,C, D, ...

Un énoncé se traduit par un événement, qui est

un sous-ensemble de ’univers.

Quelques exemples :

— On joue deux fois a Pile ou Face. Un état est par exemple (P, F'). L'univers est
Q={(P,P); (P, F); (F,P); (F, )}

Il y a quatre états dans 'univers. A I’énoncé « tirer au moins une fois pile » correspond
I'évenement A = {(P, P); (P, F);(F,P)}. Il y a trois états dans cet événement.

On lance deux dés. Un état est par exemple (3,6). L’univers est
Q={(7):i,j €{1,2,3,4,5,6}}

Il y a 36 états dans cet univers. A 1’énoncé « la somme des deux dés vaut 7 » correspond
I'événement A = {(1,6);(2,5);(3,4);(4,3);(5,2);(6,1)}. Il y 6 états dans cet événement.
Tirer & Pile ou Face jusqu’a ce que Face apparaisse. Un état est par exemple PPPPF'. L’univers

contient un nombre infini (mais dénombrable) d’éléments :
Q = {F,PF,PPF,PPPF, PPPPF,...}.

A énoncé « Face apparait en 3 lancers au plus », correspond I'événement A = {F, PF, PPF'}.
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On observe la durée de vie d’un transistor. Un état peut étre n’importe quel réel positif, par
exemple 3 h 48 mn et 5,666... s. Ici 'univers est R™. C’est un ensemble continu, c’est & dire
non dénombrable. A I'énoncé « Le transistor fonctionne encore aprés 60 jours » correspond

I’évéenement 7200 h, +o0[. Cet événement n’est pas non plus dénombrable.

1.2 Rappels sur la théorie des ensembles

Nous avons vu que les univers sont des ensembles et les événements des sous-ensembles (donc
des ensembles eux-mémes) de cet univers. Il est donc nécessaire de rappeler ici quelques notions

sur la théorie des ensembles.

Définitions
L’intersection de deux ensembles A et B est ’ensemble noté A N B des éléments w qui
appartiennent 4 A et a B.

— L’union de deux ensembles A et B est ’ensemble noté AU B des éléments w qui appartiennent
a Aoua B.
Un ensemble A est inclus dans B, et on note A C B, si tout élément w appartenant & A
appartient aussi a B.

— Le complémentaire (sous-entendu par rapport a ) d’un ensemble A, est I’ensemble noté A
(parfois noté A€) des éléments de 2 n’appartenant pas a A.

Les intersections et unions se généralisent au cas d’ensembles multiples. Ainsi par exemple,
n
UAi:{w:weAl, ouw€ Ay, ouw € As,...,ouw € Ay}
=1

désigne la réunion des ensembles Ay, ..., A,. On écrit de méme

Ai={w:we Al etwe Ag, et we Asz,...,et we Ay}

~.
s

pour l'intersection des ensembles Aq,...,A,.
Pour des séquences infinies d’ensembles, on fait de méme.
Les ensembles A et B sont dits disjoints (ou incompatibles) si leur intersection est vide :
ANB=0.
On rappelle les propriétés suivantes, qu'il est facile de vérifier, 4 I'aide des diagrammes de Venn
par exemple.

Commutativité :

ANB = BNA
AUB = BUA
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Associativité :

NC) =(ANB)NC =ANBNC
AU(BUC) =(AUB)UC =AUBUC

— Distributivité :

AU ( C) = (AuB)N(AuUQ)
Lois de De Morgan :
ANB = AUB
AUB = ANnB

Ainsi, le contraire de « la chaine hi-fi fonctionne » est « la platine ne fonctionne pas, ou I'ampli
ne fonctionne pas, ou les enceintes ne fonctionnent pas ».
Le contraire de « la chaine hi-fi ne fonctionne pas » est « la platine fonctionne, et 'ampli

fonctionne, et les enceintes fonctionnent ».

1.3 La tribu des événements

Au paragraphe précédent, nous avons vu qu’a des énoncés correspondent des sous-ensembles de
Q, les événements. Composer des énoncés a 'aide des conjonctions « et », « ou » et a 'aide de
la négation revient donc 4 composer des ensembles a 'aide des opérateurs N, U et . Lorsque
I’'on compose des énoncés (en francais) valables, on souhaite qu’ils restent des énoncés valables.
De méme, lorsque I’on compose des événements, on souhaite qu’ils restent des événements. On
notera A ’ensemble des événements que 1'on souhaite prendre en compte dans le cadre d’une
expérience aléatoire. La structure algébrique qui correspond a ce que nous souhaitons s’appelle
une tribu. Elle posséde les propriétés suivantes, dont on pourra s’assurer qu’elles correspondent

bien a ce que nous recherchons.

Définition 1.1 La tribu A des événements (sous-entendu, d’une certaine expérience aléatoire
dont Uunivers est ) est définie par les deux propriétés suivantes :

1) SiAc€ A, alors A€ A;

2) Si A,B € A, alors AUB € A.

Cette structure suffit si 2 posséde un nombre fini d’états. Lorsque ce n’est pas le cas, on remplace

la propriété 2) par la propriété 27) :
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2’) Pour une famille (éventuellement infinie dénombrable) d’événements (A,),>o0 de A, on a
. A n)n>0 )

U 4, € A

n=0

Il faut noter que 'axiome 2) ou 2’) entraine nécessairement que 2 € A. C’est ’événement certain.
En conséquence, I'axiome 1) entraine que () € A également : c’est I’événement impossible. Le
couple (€2,.4) s’appelle un espace probabilisable. En effet, & ce stade, nous avons construit un
espace en attente d’étre probabilisé en précisant sur quel ensemble d’événements il est licite de
calculer des probabilités. En revanche, nous n’avons encore rien dit sur la maniére de calculer

ces probabilités, et nous verrons au paragraphe suivant qu’il y en a de multiples.

Voici deux cas particuliers treés importants :

1. Si © est fini, alors A = P(2), 'ensemble des parties de €2, est une tribu. C’est la tribu la
plus détaillée (ou dit aussi la plus fine) que 'on puisse construire sur €. C’est un peu la
« tribu par défaut ».

2. Si Q est un intervalle I de R (par exemple I = R™), alors la tribu engendrée par les

intervalles ouverts inclus dans I est la tribu « naturelle ». On I'appelle la tribu borélienne'.

1.4 Probabilités

Ayant un espace probabilisable (£2,.4), comment associer un nombre a chaque événement ? En
d’autres termes, comment construire une application qui & chaque événement A associe un
nombre P(A)?
Avant de répondre directement, faisons un peu d’histoire des probabilités. Jusqu’au XIX®siécle, on
définissait la probabilité de A comme la limite de la fréquence de A quand 'expérience aléatoire
était répétée un trés grand nombre de fois : P(A) = lim,,—.oc N(A)/n. En effet, quand on reporte
N(A)/n en fonction de n, on observe une courbe qui oscille de moins en moins pour se stabiliser
autour d'une certaine valeur. Cette définition posait de trés grosses difficultés car :
Observer la convergence peut étre long. Tant que l'on converge vers des valeurs simples facile-
ment calculables, tout va bien. C’était souvent le cas, car aux XVII®et XVIII®siecles (Pascal,
Leibniz, Moivre, Bernoulli) la notion de probabilité s’est essentiellement dégagée a partir de
calculs sur les jeux de cartes et de dés pour lesquels I'univers n’admettait qu'un nombre fini
d’états et présentait des caractéres de symétrie. Mais quand on ne connait pas la valeur limite,

comment étre certain de la valeur vers laquelle la courbe semble converger ?

'"Une « tribu engendrée » se construit de la fagon suivante : tous les ouverts ]a,b[ de I sont des éléments
de la tribu; puis on construit les autres éléments de la tribu par les opérations de complémentation et réunions

dénombrables sur des éléments de la tribu.
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Elle ne donne aucune régle pour faire des calculs sur des événements complexes. Il fallait

faire appel au bon sens (qui est souvent trompeur) et il s’ensuivait des débats acharnés entre

probabilistes.
Vers 1910, le mathématicien russe Kolmogorov proposa une base axiomatique des probabilités,
détachée de toute notion fréquentiste. C’est toujours cette définition qui est utilisée aujourd hui.
Elle a révolutionné les probabilités en offrant un cadre rigoureux dans lequel les calculs se font
sans ambiguités. Il partit du principe qu’une probabilité assigne un nombre a un événement :
c’est donc une application. Il établit ensuite que I’ensemble des événements doit avoir la structure
algébrique d’une tribu. Enfin il donna les conditions que doit vérifier cette application pour étre

une probabilité. On les appelle les axiomes (de Kolmogorov) des probabilités.

Définition 1.2 (Axiomes de Kolmogorov) Une probabilité P est une application de A vers

[0, 1] vérifiant les 3 axiomes suivants :

1. la probabilité de I’événement certain est 1 :

2. les probabilités de deuxr événements disjoints s’ajoutent :
si ANB =1, alors P(AU B) = P(A) + P(B);

3. Si Q est infini, on compléte Uaxiome 2 par Uaxiome 3 : si (Ap)n>0 est une famille d’évé-

nements deuz & deuz incompatibles (c’est-a-dire, A, N A = 0, Yn,m), alors
“+o0o “+o0o
P(U An): ZP(An)'
n=0 n=0

Le triplet (£2,.4, P) est un espace probabilisé. Beaucoup de probabilités P différentes peuvent
correspondre & un espace probabilisable : p.ex. pour une piéce de monnaie non équilibrée, on
peut prendre n’importe quelle valeur 0 < p < 1 pour p = P(Face). La forme particuliére que
prend l'application P est ce qu’on appelle un modéle probabiliste et les probabilités sont une

théorie mathématique permettant de manipuler ces applications P.

Il faut noter que les fréquences statistiques vérifient bien les axiomes des probabilités. En effet :
1. N(A,n)/n€]0,1] ;
2. N,n)/n=n/n=1;
3. N(Uj4;,n)/n=>,; N(Ai,n)/n siles A; sont disjoints.

Nous verrons au chapitre 8 que les 3 axiomes des probabilités (et quelques notions introduites

plus tard) suffisent & démontrer le bien-fondé de I'approche fréquentiste, c’est-a-dire que N(A)/n

converge bien vers une valeur limite, égale & P(A).

Voyons maintenant quelques propriétés qui découlent (presque) directement des 3 axiomes. Les

démonstrations les plus simples sont laissées a titre d’exercice.
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1.

=N

P(A) =1— P(A) (utiliser que A et A sont disjoints puis 'axiome 2);
Si A C B, alors P(A) < P(B) (construire des événements disjoints) ;
0 < P(A) <1 (utiliser les deux premiéres propriétés).

Formule de Poincaré : Soient A et B deux événements quelconques. On a :

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Preuve : Comme AUB = AU (BN A) et que A et BN A sont disjoints, alors
P(AUB) = P(A)+ P(BnA).

Comme d’autre part B = (BN A)U (BN A), on a
P(B)=P(BNA)+ P(Bn A).

En rapprochant les deux équations, on trouve le résultat recherché. 0.
Cette formule peut se généraliser & n événements, en se compliquant fortement tout de

meme.

Soit une famille infinie d’événements(A,,),~0 avec A} C Ay C A3 C ..., et A =122 A,.
Alors P(A,) — P(A) lorsque n — oo.

Preuve : On note B, = A, UA, 1 = A,\A,_1 (avec Ag = ). Les B, sont disjoints, et
Use By, = A. Donc,
m
P(Ap) = P(UJ_ Bn) = Y P(
n=1

Lorsque m — oo,

lim P(A,,) = lim Z P(B P(A).
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2 Probabilité uniforme - Dénombrement

2.1 Définition de la probabilité uniforme

A un espace probabilisable donné, on peut associer plusieurs probabilités. Le choix de la probabi-
lité se fait a partir de la connaissance qu’on a du phénomeéne que 1’on cherche & modéliser. Dans
ce chapitre, nous allons nous intéresser & une probabilité particuliére, la probabilité uniforme,
qui est celle ou tous les états (ou événements élémentaires) sont équiprobables. Cette probabilité
apparait pour des raisons de symétrie (dés, cartes, boules dans une urne,...) ou lorsqu’on n’a

aucune bonne raison d’utiliser un autre modeéle (c’est un peu le modeéle « par défaut »).

Définition 2.1 Soit Q = {w;,wa, ... ,wn,} un univers fini contenant Ng éléments. La probabi-

lité P est la probabilité uniforme si tous les états w;, i = 1,..., Nq sont équiprobables. Alors :

P({w1}) = P({we}) = -+ = P({wng}) = p;

avec p = 1/Nq.

En effet, 1 = P(Q) = P(Ui{wi}) = >, Pwi}) = pNq par l'axiome 2. Dans ce modéle, la
probabilité de tout événement A se calcule facilement. Soit A = {wi,...,wn,} un événement

contenant N4 éléments. Alors,

N
P(A) =Y P(w)=pNa= N—A
w;EA Q

Habituellement, on appelle N le nombre de cas possibles et N4 le nombre de cas favorables

(par rapport a I’événement A), ce qui meéne a la formule bien connue

nombre de cas favorables

P(A) = .
(4) nombre de cas possibles

Exemple On joue 3 fois & Pile ou Face. A =« Face apparait une fois exactement ». Alors :
A= {(FPP),(PFP),(PPF)},
donc Ny = 3, et
Q={(FFF),(FFP),(FPF),(FPP),(PFF),(PFP),(PPF),(PPP)},

et Ng = 8. Donc P(A) = 3/8.

Ainsi, dans le cas d’une probabilité uniforme, le calcul des probabilités se raméne & compter le

nombre des cas favorables et possibles. C’est ce qu’on appelle le dénombrement.
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2.2 Reégles de dénombrement

Dénombrer des cas favorables et des cas possibles n’est pas toujours simple. Ce paragraphe
présente quelques régles de dénombrement qui seront nécessaires pour la suite. Nous commencgons

par des exemples introductifs, qui sont généralisés ensuite par des régles ou des théorémes.

FEzemple 1 Un restaurant propose une formule dans laquelle on peut choisir une entrée, un plat et
un dessert. Il y a un total de 3 entrées, 5 plats et 4 desserts. Combien de repas différents peut-on
prendre ? Pour chaque choix d’entrée, il y 5 plats, ce qui nous donne 3 x 5 = 15 combinaisons
entrée+plat. Pour chacune des ces combinaisons, il y a 4 desserts, ce qui nous fait 15 x 4 = 60

menus complets différents. Au total, il y a donc 3 X 5 X 4 menus.

Ezemple 2 On joue 3 fois & Pile ou Face. Il y a 2 x 2 x 2 = 8 résultats possibles & ce jeu (voir le

paragraphe précédent pour plus de détail).
Ces deux exemples se généralisent par la régle de multiplication :

Reégle de multiplication : lorsqu’'une expérience est composée de m sous-expériences, et si
chacune posséde nj résultats possibles quels que soient les résultats des autres sous-expériences,

alors le nombre total de résultats possibles est :
n=mning...MNm.

On peut multiplier les exemples d’application de cette régle : plaque d’immatriculation, codes

CB, mots de passe,...

Ezemple 3 Soit E = {a, b, c}. Les permutations sont au nombre de 6 :
abe, acb,bac, bea, cab, cba.

Permutations : Le nombre de permutations d’un ensemble & n éléménts est n! (rappel : « fac-
torielle n » est le nombre n! = n(n — 1)...1.). C’est toujours la régle de multiplication qui

s’applique (trouver pourquoi). Il faut noter que n! croit tres vite :

I'=1 5'=120 9! = 362880
20=2 6! =720 10! = 3628800
31=6 7'=5040 70! > 1090

4 =24 8'=40320

Par convention 0! = 1.

Ezemple 4 Douze personnes appartiennent & une association. Combien de bureaux composés
d’un président, d’un vice-président, d’un trésorier et d’un secrétaire peut-on constituer? On
applique la régle de multiplication, ce qui nous donne 12 présidents x 11 vice-présidents x 10
trésoriers x 9 secrétaires. La réponse est donc 12.11.10.9. Or :

8! 12!
12.11.10.9 = 12.11.10.9.— = ——
8l (12— 4)!
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Ce résultat se généralise en donnant la notion d’arrangement.

Arrangements : Lorsqu’on extrait k éléments d’un ensemble de n éléments, et que l'ordre
dans lequel sont extraits ces éléments importe, on parle d’arrangements. On note Aﬁ le nombre
d’arrangements de k éléments parmi n (k <n), et
n!
A= ——
(n—k)!
Ezemple 5 Supposons maintenant que dans cette association, le bureau est toujours composé de
4 personnes, mais aux fonctions équivalentes et interchangeables. Supposons que a, b, ¢, d, ..., k,l
soient les noms des douze membres de 'association. Alors (a,c,€,j), (a,e,¢,7), (c,e,a,j), etc...
sont des arrangements équivalents pour cette association, ainsi que toutes les 4! permutations de
ce bureau. Si on souhaite compter le nombre de bureaux, il nous faut diviser le nombre Af;‘ par

le nombre de permutations de k éléments. C’est ce qu’on appelle les combinaisons.

Combinaisons : Lorsqu’on extrait k£ éléments d’un ensemble de n éléments, et que 'ordre dans
lequel sont extraits ces éléments n’importe pas, on parle de combinaisons. On note C,,]f le nombre

de combinaisons de k éléments parmi n (k < n), et

Ck = Av_ b
k! El(n — k)!
Quelques propriétés :
1. | |
ek n! B n! ok
Cn "= (n—k)ln—(mn—k)  (n—Fk% Cn;

ce qui revient & exprimer ’évidence suivante : sélectionner k éléments parmi n est équivalent

a sélectionner les n — k complémentaires.
2. Il n’y a qu'un seule maniére de sélectionner tous les éléments d'un ensemble :

| |
n. n.
on = =

" nln—n)!  nl0! -

1.

En combinant avec le résultat précédent : C0 = 1.

3. Il y a n facon de sélectionner un élément parmi n :

|
n.
Cl

" mo1 "

Les exemples d’application des combinaisons sont multiples. Ainsi par exemple :
On peut choisir 4 toppings parmi 15 pour une pizza :
cela nous donne Ciy = 15.14.13.12/(4.3.2) = 1365 pizzas différentes.
Au poker on donne 5 cartes parmi 32 :
cela nous donne C%, = 32.31.30.29.28/(5.4.3.2) = 201 376 mains différentes.
— Au loto, il faut sélectionner 6 numéros parmi 49 :
ce qui nous donne 49.48.47.46.45.44/(6.5.4.3.2) = 13983816 grilles différentes.
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2.3 Le bindme de Newton

Les combinaisons Cﬁ sont parfois appelées coefficients du bindéme, car ils interviennent dans le
développement du bin6me
n
(x+y)".

Théoréme 2.1 (Formule du bindme) Pour tous réels x et y et pour tout entier naturel n,

on a .
n

(x+y)" = Z Cﬁxkynfk.
k=0

Nous donnerons deux preuves & ce théoréme. La premiére est basée sur un argument combinatoire,
en lien avec le paragraphe précédent. La seconde démonstration, plus classique, est purement

algébrique et sert a convaincre ceux qui « ne croient pas » & la premiére.

Preuve 1 : C’est un polynéme de degré n, homogéne en x et y. Donc aprés développement en

somme de mondmes, chaque mondéme doit étre de degré n, donc de la forme ak,najky"’k. Il reste

a déterminer la valeur de oy, ,. Ce terme s’obtient en choisissant k facteurs pour z (et donc n—k
facteurs pour y). Nous venons de voir qu’il y a C¥ facons de choisir k facteurs parmi n. Donc
Ak = Cﬁ .

Preuve 2 : On démontre par récurrence. Il faut donc i) démontrer que la formule du binome

est vraie pour n = 1, puis ii) démontrer qu’elle est vraie pour n + 1 quand on l'admet pour n.
i
(@+y) = z+y
= %0 + Cla¥%t.

ii)
(@+y)"™ = (@+y)@+y)"

n
= (z+y))_ Ckaryr*
k=0

n n
_ k, k+1 n—k k., n+1—k
= g Chx"y" " + E Chx"y .
k=0 k=0

On fait le changement de variable ¢ = k4 1 dans la premiére somme et ¢ = k dans la seconde, ce

qui nous donne

— Z C;—lxzyn-i-l—z + Z C;xzyn-i-l—z
i=1 =0
— xn-i—l + szyn-i-l—z (C;l—l + sz) + yn-i-l‘ (1)
i=1
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n! n!
G- Dln—it ! w0
inl+(n—1i+1)n!
illn+1—1)!
nlli+n—i+1) (n+1)!

in+1—14)!  il(n+1—1i)!

cirt+ ol =

7
n+1-

En remplacant ce résultat dans (1), on trouve :

n
n+l __ n+1 i, n+1—i, i n+1
(@+y)"™ = 2" Ay +y
i=1
n+1
_ i, nt1—ivi
- Z ry CnJrl’
=0
ce qui démontre la proposition. O

Notons qu’au passage on a également démontré que :
k—1 k _ ik
C,  +C,=0Chyq.

Cette égalité peut se représenter graphiquement par le triangle de Pascal?, dans lequel on

retrouve 2 la ligne n et & la colonne k la valeur C¥

n=1 1 1

n= 1 2 1

n = 1 3 3 1

n= 1 4 @

n=5 1 5 10 5 1

*Newton (1642 1727) et Pascal (1623 1662) : ce ne sont pas 1a des mathématiques récentes !






22 3 PROBABILITES CONDITIONNELLES — INDEPENDANCE

3 Probabilités conditionnelles — Indépendance

3.1 Probabilité conditionnelle

Supposons maintenant que pour évaluer la probabilité d'un événement A, on sache qu'un autre
événement, B, s’est produit. Il est possible que connaitre cette information augmente la pro-
babilité de A, ou au contraire la diminue, ou encore la laisse inchangée. On appelle probabilité
conditionnelle de A sachant B cette nouvelle probabilité, notée P(A | B). Avant de présenter la

définition de cette probabilité conditionnelle, voyons un exemple.

Exemple 1 On lance deux dés équilibrés. On considére A = « somme des dés vaut 8 » et B = « le
premier dé est un 3 ». Dans ce cas, A = {(2,6);(3,5);(4,4);(5,3);(6,2)}, donc P(A) =5/36, et
B =1{(3,1);(3,2);(3,3);(3,4); (3,5); (3,6)}. On cherche la probabilité conditionnelle P(A | B).
Si A se produit sachant que B se produise, il faut nécessairement que les deux se produisent,
et donc le seul état « favorable »qui corresponde a cela est (3,5). Mais, si nous savons que B
s’est produit, le nombre d’états « possibles » n’est plus 36, mais 6, et dés lors la probabilité est

P(A|B) =1/6.

Cela nous améne a la définition suivante :

Définition 3.1 Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soient A et B deuz événements aléatoires
avec P(B) # 0. On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B, le rapport
P(A|B) = P(ANB)
P(B)
Comme dans 'exemple introductif, cette définition s’explique de la fagon suivante : au numéra-
teur, comme A et B se produisent simultanément, c’est bien P(A N B) qu’il faut calculer; au
dénominateur, P(B) joue le role de constante de normalisation, ou, si l'on préfére, comme on sait
que B s’est produit, il joue le role d’univers restreint, c’est a dire de nouvel événement certain.

Ainsi, on s’assure que P(B | B) = 1.

Ezemple 2 Mme Durand a 2 enfants, dont I’'un au moins est un garcon. Quelle est la probabilité
qu’elle ait deux garcons (on suppose les événements élémentaires équiprobables) ?

Notons A = « avoir deux garcons » et B = « avoir au moins un garcon ». On recherche P(A | B).
Alors Q = {FG,FF,GF,GG}, A = {GG}, B = {FG,GF,GG} et AN B = {GG}. On trouve
les probabilités suivantes : P(B) = 3/4, P(ANB) =1/4et P(A| B) = P(ANnB)/P(B) =
0.25/0.75 = 1/3. Une réponse naive (et fausse) aurait consisté a dire que si un des enfants est
un garcon, il y a une chance sur deux pour que 'autre soit aussi un gargon. Poser les calculs &

I'aide d’événements bien définis permet d’éviter cette erreur.

Théoréme 3.1 Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soient A et B deuz événements aléatoires
avec P(B) # 0. Considérons application A — P(A | B), et notons la Pg(A). Alors Pg(A) est

bien une probabilité, au sens des axiomes de Kolmogorov.
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Preuve : La preuve consiste & démontrer que les axiomes de Kolmogorov (Définition 1.2) sont
bien vérifiés pour Pg.

1. Pg(A) >0, car P(A) > 0.

2.
P(ANQ)  P(A)

P = =5 = P

=1.

3. Pour une suite A; d’événements disjoints,

P((UiA;) N B)

P(B)
P(A; mB

= Z P(B ZPA|B)
= ZPB ).

Pp(U;4;) = P(U;A;| B) =

On en tire immédiatement les corollaires suivants :
P(A|B)=1-P(A|B).
P | B)=0.

- P(A1UAy | B) = P(A1 | B)+ P(A2 | B) — P(A1 N Az | B).

On peut faire une lecture inversée de la définition d’une probabilité conditionnelle, qui nous

donne la formule des probabilités composées

P(ANB)=P(A| B)P(B).
En fait, on utilise trés souvent les probabilités conditionnelles pour calculer des probabilités
d’intersection en utilisant cette formule.

Exemple 3 Quelle est la probabilité de tirer deux as d’un jeu de 52 cartes ? Notons
Bi = « premiére carte est un as » et By = « deuxiéme carte est un as »
AIOI‘S, A= Bl N BQ, et

3 4
P(A)=P(B1NBy)=P(By | B1))P(By) = ——.
51 52
Notons que nous serions arrivés au méme résultat par dénombrement : P(A) = C3/C2%, =

4.3/52.51.

3.2 Indépendance

Définition 3.2 Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Deuz événements sont indépendants si
P(ANB)= P(A)P(B).
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Exemple 1 On tire au hasard une carte d’un jeu de 52 cartes. On considére les événements
A = « cest un as » et B = « c’est un pique ». Le modeéle de probabilité est celui des états
équiprobables. On trouve donc immédiatement que P(A) =4/52 = 1/13 et P(B) = 13/52 = 1/4.
D’autre part P(AN B) =1/52 = P(A)P(B). Donc les événements A et B sont indépendants.

Exemple 2 On lance deux dés équilibrés. On considére les événements A = « la somme vaut
neuf » et B = « le premier dé est un 4 ». Ici également le modéle est celui des états équiprobables.
Alors P(A) = 4/36 = 1/9 et P(B) = 1/6. D’autre part P(AN B) = 1/36 # P(A)P(B). Donc
les événements ne sont pas indépendants. Considérons maintenant 1’événement C' = «le premier
dé est un 2». Alors P(C) = 1/6. Mais, P(ANC) =0 # P(A)P(C). Les événements A et C ne
sont donc pas non plus indépendants.

Ce dernier résultat méne & une remarque trés importante, qui généralise cet exemple :

Il ne faut pas confondre événements indépendants et

événements incompatibles.

L’incompatibilité signifie que AN B = () (il n’y a donc pas de notion de probabilité), tandis que
I'indépendance signifie que P(ANB) = P(A)P(B). En fait, deux événements de probabilités non
nulles ne peuvent étre en méme temps incompatibles et indépendants. La preuve est immédiate,
car d'une part P(A)P(B) > 0 par hypothése, mais d’autre part AN B = (), et donc P(AN B) =
P(D) = 0. Ainsi, P(A)P(B) # P(AN B). En particulier, A et A ne sont pas indépendants.

Théoréme 3.2 Soient A et B deuz événements d’un espace probabilisé (2, A, P) avec P(A) > 0
et P(B) > 0. Alors, P(A | B) = P(A) & (A, B) sont indépendants. De plus, dans ce cas, (A, B),
(A, B), (A, B) sont également indépendants.

Preuve :
=) Par hypothese, P(A) = P(A | B) = P(AN B)/P(B). Donc P(A)P(B) = P(AN B).
<) P(A|B)=P(ANB)P(B)=P(A)P(B)/P(B) = P(A). O

L’interprétation que I’on peut faire de cette propriété est que si 'information apportée par B dans

P(A | B) ne change pas la probabilité P(A), c’est que les deux événements sont indépendants.

Définition 3.3 Soit une famille d’événements Ay, As, ..., A, d'un espace probabilisé (2, A, P).
Ces événements sont dits indépendants deux d deux si pour toutes paires {A;, A;} d’événe-
ments, on a P(A; N A;j) = P(A;)P(A;).

— Ces événements sont dits indépendants si pour tout sous-ensemble d’événements on a P(NiAy) =

[1 P(Ag).
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On commet souvent I’erreur de penser que des événements sont indépendants dés lors qu’ils sont
indépendants deux & deux. En réalité, la seconde notion est beaucoup plus restrictive que la

premiére.

Exemple 3 Soient les événements A = « Alice et Béatrice ont méme anniversaire », B = « Béatrice

et Caroline ont méme anniversaire » et C' = « Alice et Caroline ont méme anniversaire ». On voit
que P(A) = P(B) = P(C) =1/365, et que P(ANB) = P(BNC) = P(ANC) = 1/3652. Comme
P(AnBNC)=P(ANB) # P(A)P(B)P(C), les événements A, B, C ne sont pas indépendants.

3.3 Probabilités totales

Considérons que les événements Aj, Ao, ..., A, forment une partition de €2, c’est-a-dire que leur

réunion forme €2, et que leur intersection deux a deux est vide :
n
UAZ:Q et AiﬂAj:(b, Vi # .
=1

Par exemple, si A est un événement de 2, (A, A) est une partition de 2. Alors,

B=BnNQ = Bﬁ(UZ’Ai)
= UZ(BﬂAZ)

Donc,
P(B) = P(Ui(BNA))
= > P(BN4;)

P(B) = Y. P(B|A)P(4).

C’est la formule des probabilités totales et composées. L’avant-derniére égalité provient
de 'axiome 2, en raison de l'incompatibilité des événements formant la partition. La derniére
égalité provient de la formule des probabilités composées. Cette formule permet de calculer une
probabilité complexe en la décomposant sur une base d’événements formant une partition, et

menant & un ensemble de probabilités plus simples a calculer.

Exemple 1 Albert lance 2 piéces; Béatrice lance 3 piéces. Gagne celui qui a le plus de Pile. On

cherche a calculer P(B), la probabilité que Beéatrice gagne. On note les événements suivants :
A; = « Albert a i Pile »,

C; = « Beéatrice a j Pile ».

On décompose P(B) de la facon suivante :
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Il faut donc évaluer les 6 probabilités de cette expression : On a P(Ag) = 1/4, P(A1) = 1/2 et
P(A2) =1/4, et

P(B|Ay)=1-P(Cy)=1-1/8=17/8,

P(B|A))=P(C,UC3) =1/8+3/8=4/8,

P(B| A3) = P(Cy) = 1/8

ce qui donne au total P(B) =7/8.1/4+4/8.1/2+1/81/4=(7T+8+1)/32=1/2.

Ezemple 2 FEn génétique, chaque parent posséde deux copies d'un géne, sur chacun des brins
d’un chromosome. Les gameétes (les cellules de reproduction) ne possédent chacune qu’une copie
de chaque géne, qui provient d’un des deux brins, choisi au hasard avec une probabilité 1/2. Le
génotype d’'un individu est donc composé d'une copie du géne provenant de chaque parent, cette

copie ayant été tirée au hasard parmi les deux copies de chacun des parents.

Supposons que le phénotype (ce que 'on woit de la personne, la couleur des yeux par exemple)
soit déterminé par un seul géne, qui n’existe qu’en deux versions (les alléles) notées A et a.
I’exemple historique est celui des petits pois étudiés par Mendel, oot A = « peau lisse » et
a = « peau ridée ». Chez les petits pois, la peau lisse est dominante, ce qui signifie que pour
les combinaisons d’alléles AA, Aa et aA, le phénotype est une peau lisse. La peau ridée n’est
obtenue que pour la combinaison aa. Chez les humains, la couleur bleue des yeux est dominée
par la couleur marron. Soit une population dont les proportions sont les suivantes : P(AA) = «y,
P(Aa ou aA) = [y et P(aa) = 7. On suppose maintenant que les individus se croisent au hasard
dans cette population, et on calcule les proportions des génotypes a la génération suivante. Soit
P(A) la probabilité que 'allele A d’un ascendant soit sélectionné. En utilisant la formule des

probabilités totales et composées, on a

P(A) = P(A|AA)P(AA)+ P(A| Aa ou aA)P(aA) + P(A | aa)P(aa)
= oo+ 6/2+0=p1.

Alors on obtient la fréquence de la nouvelle génération P(AA) = P(A)P(A) = p? = a;. De la
méme fagon, on trouve P(aA) = 2pi (1 —p1) = By et p(aa) = (1 —p;)? = 1. Passons maintenant

a la deuxiéme génération :

po=ai+B1/2=pi+2pi(1 —p1)/2=pi +p1 — P =p1.

Comme on vient de montrer que pa = p1, il en découle immédiatement que as = a1, B2 = [ et
vo = 1. Autrement dit, la proportion des différents génotypes (et donc aussi des phénotypes)
reste identique dés la premiére génération, et cela quelle que soit la génération de départ. On
peut donc écrire que P(AA) = p?, P(aA) = 2p(1 —p) et P(aa) = (1—p)?, ou p est la proportion
de I'allele A dans la population. Ainsi, par exemple si Mendel observe 9% de petits pois avec la
peau fripée, alors P(aa) =0,09 =1—-p=20,3et P(A)=0,7.
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3.4 Formule de Bayes

Supposons que 'on soit dans la situation suivante : on souhaite calculer une probabilité P(B | A),
mais on ne connait que P(A | B), P(A| B) et P(B). Cette situation se rencontre lorsque A est
un effet que 'on observe, et qu'il y a deux causes possibles : B et B. Il arrive souvent que I'on
sache calculer la probabilité d’observer un effet pour une cause donnée (c’est-a-dire P(A | B)),
et que l'on cherche a identifier la probabilité d’une cause, ayant observé l'effet.

On part de

P(B| A) = P(BNA) _ P(A| B)P(B)
P(A) P(A)

Nous avons réussi a retourner le conditionnement, et on voit que P(B | A) est proportionnel &

P(A | B). On sait calculer le numérateur. Il reste a calculer le dénominateur, ce qui se fait en

utilisant la formule des probabilités totales et composées :
P(A) = P(A| B)P(B) + P(A| B)P(B),

ce qui nous méne finalement a

P(A| B)P(B)
(A| B)P(B) + P(A| B)P(B)

P(B|A) =

Cette formule se généralise & une partition By, ..., B, pour aboutir a la formule de Bayes :

P(A| B;)P(B;)

PN = s 5(a B P8,

Exemple 1 Un constructeur d’ordinateurs fait venir ses CPU de trois usines différentes. L’usine
By construit 50% des CPU. Le taux de défaut est de 0,1%. L’usine By fournit 30% des CPU
dont 0,2% défectueuses. La troisiéme usine Bs fournit 20% des composantes avec un taux de
défaut de 0,5%. On constate une CPU défectueuse sur un ordinateur. Quelle est la probabilité

qu’elle vienne de la premiére usine, de la seconde, de la troisiéme ?
On note A I’événement « puce défectueuse ». Le dénominateur vaut :

P(A) = P(A|B1)P(B1)+ P(A| B2)P(Bs) + P(A| B3)P(Bs)
= 0,1.0, 5/100 + 0, 2.0,3/100 + 0,5.0, 2/100 =0, 21/100.

D’on
P(Bi|4) = AZEAN = Gonm = 5/21,
P(By | A) = PABIEE) _ S _

On note que la somme de ces trois probabilités fait 1, puisque la CPU défectueuse doit bien

provenir de 'une des trois usines.
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Ezemple 2 Un test sanguin détecte 98% des malades porteurs d’une maladie rare (prévalence
dans la population — 1/1000). En revanche, 1% de la population saine est détectée positive (ce
sont les faux positifs). Une personne est déclarée positive; quelle est la probabilité qu’elle soit

réellement atteinte ?

On note les événements A = « la personne est malade » et B = « la personne est positive ». On

veut calculer P(A | B). On applique la formule de Bayes :

P(B|A)P(A)
P(B| A)P(A)+ P(B| A)P(A)
0,98 x 0,001
0,98 x 0,001 + 0,01 x 0,999
= 0,089.

P(A| B)

Dans cet exemple, une personne positive n’a donc qu’une probabilité de 9% d’étre malade. Pour
expliquer ce résultat qui parait étonnant, considérons un ensemble de 1000 personnes tirées
au hasard. Sur les 1000 personnes, 1 est malade et elle est presque toujours détectée. Sur les
999 personnes saines, 1%, c’est-a-dire environ 10 personnes seront déclarées positives. Au total,

environ 11 personnes sont positives, dont une seule (soit 1/11 ~ 9%) est malade.

Face & une probabilité aussi faible, lorsque une personne est déclarée positive, le test est refait
pour confirmation. Des examens approfondis ne sont prescrits que si la personne est déclarée

positive 2 fois. La probabilité qu’elle soit malade dans ce cas, P(A | BB) vaut maintenant

P(BB | A)P(A)

P(A4|BB) = P(BB| A)P(A) + P(BB | A)P(A)’

Afin de calculer les probabilités conditionnelles P(BB | A) et P(BB | A), on va supposer que

les résultats de deux tests successifs sont indépendants?. Alors,

P(BB | A)P(A)
P(BB | A)P(A) + P(BB | A)P(A)
0,982.0,001
0,982.0,001 + 0,012.0,999
= 0,90.

P(A|BB) =

Ainsi, on voit que faire le test deux fois améliore trés significativement les performances du test.

3Cette hypothése sous-entend implicitement que les causes a 1'origine du test erroné sont extérieures a l'individu
et ne sont pas dues & des facteurs biologiques de l'individu, qui se répéteraient sur des tests successifs. Cette

hypothése est en réalité trop grossiére pour étre exacte en pratique.
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4 Variables aléatoires

4.1 Introduction

Il arrive trés souvent que la caractéristique qui nous intéresse a l'issue d’une expérience aléatoire
soit un nombre. Ce nombre est variable puisqu’il varie d’une répétition a ’autre de I’expérience
et il est aléatoire : on 'appelle donc variable aléatoire. Ainsi, par exemple :

on tire & Pile ou Face 10 fois, on compte le nombre de Pile;

— on lance deux dés, et on s’intéresse a la somme.

Définition 4.1 