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1 Introduction

En statistiques spatiales, les données sont collectées en des lieux dont on a relevé la position
géographique dans le but d’utiliser cette information spatiale dans la modélisation statistique.
En particulier, on cherche a modéliser ce que ’expérience courante nous enseigne : deux données
proches géographiquement tendent a étre similaires en valeur. Cette modélisation nous permettra
de réaliser des prédictions spatiales ou de tester des hypothéses en intégrant explicitement cette
dépendance spatiale dans les calculs.

On classe habituellement les statistiques spatiales en trois grands domaines, qui correspondent,
& des types de données distincts. Lorsque les données sont échantillonnées irréguliérement mais
peuvent en principe étre mesurées en tout point d’un domaine continu (p.ex. les teneurs en ma-
tiére organique dans un champ agricole) on utilise le formalisme des champs aléatoires continus;
c’est le domaine habituel de la géostatistique. Lorsque, par leur nature méme, les données
sont lices & un réseau (pour des images ou des données récoltées sur des entités administratives,
etc.), il est certes possible d’utiliser le formalisme de la géostatistique, mais celui des champs de
Markov est souvent plus adapté. Enfin, lorsque ce sont les coordonnées qui portent 'information
principale (positions des arbres dans une forét, points d’impact la foudre dans une région, etc.),
on parle de processus de points.

Bien entendu, les frontiéres entre ces trois domaines ne sont pas toujours aussi nettes. Ainsi,
par exemple, le formalisme géostatistique apporte des outils pertinents pour ’analyse et la modé-
lisation de I’hétérogénéité spatiale sur des images issues de la télédétection. Lorsque des processus
de points portent une variable attachée au point (par exemple, le diameétre d’un tronc d’arbre),
le formalisme adopté pour étudier ce type de données utilise & la fois le formalisme des processus
de points et le formalisme de la géostatistique.

Le champ des statistiques spatiales est trop vaste pour pouvoir étre couvert, méme superfi-
ciellement, en un cours de 20 heures. A sa parution, le livre Statistics for Spatial Data de Noél
Cressie (1993, 900p.) couvrait quasiment l’ensemble des connaissance dans ce domaine. Refaire
un tel livre serait aujourd’hui impossible.

J’ai choisi de restreindre ce cours a la théorie permettant d’analyser des données irrégulié-
rement échantillonnées dans un espace continu. Considérons l'exemple suivant : la température
est mesurée a Montpellier ; cela nous permet d’avoir une bonne idée de la température a Nimes,
car par expérience nous savons qu’entre ces deux villes proches les températures varient peu.
Mais cela nous renseigne nettement moins sur la température & Paris, et pas du tout sur la
température & Kiev ou Bucarest. Cela traduit le fait que les températures mesurées en des lieux
géographiquement proches sont moins variables que des températures mesurées en des lieux éloi-



gnés. Plus généralement, dans nombre de phénoménes naturels, les corrélations diminuent et la
variabilité augmente avec la distance.

La théorie des champs aléatoires est ’outil probabiliste permettant de modéliser ce fait
que nous expérimentons tous les jours. La géostatistique est 'application de cette théorie
pour répondre & des questions de prédiction spatiale. L’objectif de ce cours est de fournir une
introduction & la théorie des champs aléatoires et & la géostatistique en tant que domaine des
statistiques spatiales.

La géostatistique est née dans le contexte trés particulier de l’estimation des réserves des
gisements miniers. Georges Matheron (1930-2000) en a posé les fondations dans 'ouvrage Les
variables régionalisées et leur estimation paru en 1965. Il s’agissait d’une contribution pionniére
et tres originale en statistiques appliquées (je me permets un léger anachronisme, car ce concept,
et donc cette expression, n’existaient pas a cette époque) visant a poser un cadre théorique et
méthodologique répondant a deux difficultés majeures : 4) comment définir un cadre statistique
cohérent pour étudier un phénomene sans répétition; ii) comment prendre en compte les corré-
lations spatiales existant entre des données récoltées sur un événement unique. Les années 1965
a 1985 ont essentiellement été des années de consolidation et de diffusion auprés des utilisateurs
de ces concepts (principalement les géologues, mais également en halieutique, en sciences du sol
et en sciences de Ienvironnement), tout en restant en marge de la communauté statistique. De
ce contexte minier est resté un vocabulaire assez spécifique : krigeage, effet de pépite, effet de
support, etc. En 1989 est paru Fstimating and Choosing, un livre de réflexion épistémologique
sur la place de la modélisation probabiliste en géoscience. A partir des annés 1980, la géostatis-
tique a été re-découverte par les statisticiens, principalement américains. Le livre Statistics for
Spatial Data de Noél Cressie a marqué 'ancrage définitif de la géostatistique dans le domaine
plus vaste des "statistiques spatiales” et a entrainé sa pleine reconnaissance par la communauté
statistiques. Les recherches les plus récentes dans ce domaine concernent la pratiques des tests,
la modélisation spatio-temporelle, la géostatistique multivariée et fonctionnelle, la géostatistique
sur les réseaux et la modélisation géostatistique dans les modéles hiérarchiques.

A la suite de cette introduction, ce cours est organisé en 3 chapitres. Le chapitre 2 est consacré
4 la définition des champs aléatoires stationnaires d’ordre 2 et aux propriétés théoriques des
fonctions de covariance, qui caractérisent leur variabilité spatiale. Dans le chapitre 3, on affaiblit
les hypothéses de stationnarités et on présente le variogramme, qui est 'outil de référence en
géostatistique ; on montre les liens entre variogramme et fonction de covariance. Le chapitre 4 est
consacré au calcul du variogramme expérimental & ’estimation des paramétres du variogramme
théorique.



2 Champs aléatoires stationnaires d’ordre deux

2.1 Champs aléatoires

Définition 1 Soit (2, A, P) un espace probabilisé et D un domaine de RZ. Un champ aléatoire
(ou une fonction aléatoire) sur D & valeur dans E, est une fonction de deuz variables, notée
Z(z;w), telle que pour chaque xo € D, Z(xo;w) est une variable aléatoire sur (2, A, P) et pour
chaque wy € Q, Z(x,wp) est une fonction de D — E.

L’ensemble E est I’ensemble des valeurs de Z. On ne consideére ici que le cas Z(-) € R ou
Z(-) € C, mais on pourrait aussi envisager d’autres ensembles comme N (ou une partie de N),
R”, etc. De méme on pourrait considérer d’autres ensembles supports que R%, comme Z¢, une
d — 1 variété de R?, etc.

Lorsque le contexte le permet, on note un champ aléatoire Z(-) sans référence aux réalisations
w ni a espace probabilisé (£2,.4, P). On parle généralement de processus stochastique lorsque
d =1 et de champ aléatoire lorsque d > 2.

En géostatistique on distingue la variable étudiée, z(x), que 'on appelle variable régiona-
lisée (lettre z minuscule) et sa modélisation par un champ aléatoire Z(z) (lettre Z majuscule).
La variable régionalisée z(x) est une réalisation du champ aléatoire Z(x).

Un champ aléatoire est totalement caractérisé par les distributions fini-dimensensionnelles
pour toute valeur de n et tout ensemble de n-uplets ; e R4i=1,...,n:

Fth@n(Bl X oo X Bn) = P((Z(SC1>, .. ,Z(IEn)) S Bl X «e X Bn),

ou Bi,..., B, sont des boréliens de R.
Les lois de distribution ne peuvent pas étre quelconques. Elles doivent vérifier des conditions
minimales de cohérence, appelées conditions de Kolmogorov.

Définition 2 (Conditions de Kolmogorov) On appelle conditions de Kolmogorov les deux
conditions suivantes.
(i) condition de symétrie : la loi de distribution fini-dimensionnelle doit étre constante par

permutation :
lewuyxn(Bl X oo X BTL) = F

T s Tiy,

(Bi1 X oo X an)

ot (i1, -..,1n) est une permutation quelconque de 1,... n.
(i) condition de cohérence par les marginales :

Fxl,...,xn,l(Bl XX anl) - Fxl,..A,xn(Bl X X anl X R)



Si la famille des lois Fy, ... 4, , ne vérifient pas les conditions de Kolmogorov, alors il ne peut pas
exister de champ aléatoire sur R? ayant les lois Fy, .. , comme lois fini-dimensionnelles.

A linverse, si les lois Fy, . 4, , vérifient les conditions de Kolmogorov, alors il existe un
champ aléatoire ayant F, . ., , comme lois fini-dimensionnelles.

Dans la suite, on considérera que ces conditions sont toujours vérifiées.

2.2 Stationnarité

En statistique classique, 'inférence des paramétres est rendue possible par la répétition indé-
pendante des données. En statistiques spatiales, on observe trés souvent une réalisation unique
des données, par exemple un épisode de pollution & ’ozone, une région agricole particuliére, une
épidémie végétale, etc... Pour pouvoir réaliser I'inférence statistique pour un événement unique, il
faut donc en quelques sortes remplacer 'hypothése sur les répétitions indépendantes par une hy-
pothése sur le champ aléatoire qui considére d’une part que certaines de ses caractéristiques sont
identiques d’un point & 'autre de ’espace, et d’autre part que ’espérance de certaines grandeurs
sont accessibles par des intégrales sur 1’espace. On pose donc des hypothéses de stationnarité
et d’ergodicité.

Définition 3 (Stationnarité stricte) Un champ aléatoire Z(-) sur R est dit strictement
stationnaire si foutes les lois fini-dimensionnelles sont invariantes pour toute translation h,
h € R, c'est a dire si on a

Fm,...,mn(B) = Fx1+h,...,mn+h(B)7

pour tout n, tous boréliens B = By x --- x B,, de R%, tout n-uplet x1,...,z, et tout vecteur
h € R

Cette hypothése présente deux défauts majeurs, qui font qu’elle est rarement utilisée : d’une
part elle ne dit rien sur lexistence ou non des moments de Z(-), alors que l'espérance et la
variance sont des grandeurs nécessaire pour ’analyse statistique de ces données; d’autre part,
cette hypothése est totalement invérifiable puisqu’elle est faite pour tout n, donc y compris pour
des n supérieurs au nombre de données disponibles. On lui préfére I'’hypothése plus faible de
stationnarité d’ordre 2, présentée a la section 2.4.

Définition 4 (Champ a ’ordre 2) Un champ aléatoire est dit étre a 'ordre 2 si

Var{Z(z)} < 0o, Vx € D.



Pour un champ & l'ordre 2, la fonction
C(x,y) = Cov{Z(x), Z(y)}

s’appelle la fonction de covariance de Z(-). Notons qu’elle est bien définie puisque C(z,y) <
(Var{Z(z)}Var{Z(y)})"/? < oo. Enfin, c’est une fonction symétrique et telle que C(z,z) =
Var{Z(z)}.

2.3 Fonctions de covariance
Définie positivité

Une fonction de covariance C'(x,y) d’un champ aléatoire a Uordre 2, Z(-), doit vérifier :

ii)\iAjC(xzﬁl'j) > 0, (1)

i=1 j=1

pour tout n, tout n-uplet (z1,...,z,) de R? et tout n-uplet (A1,...,\,). Cette propriété découle
immeédiatement de ce que

Var {il)\ZZ(aZZ)} = ii)\ﬂ\]C(m“l‘j) > 0 (2)

i=1 j=1

doit nécessairement étre positif ou nul, puisqu’une variance ne peut étre négative. Une fonction
qui vérifie la condition (1) est dite définie positive sur R x R%. En toute rigueur, la condition
(1) est une condition de semi-définie positivité, le terme "semi" signifiant qu’on autorise la
quantité a étre nulle. La définie positivité stricte impose i, Z?Zl AiX;jC(x;,x5) > 0. Afin
d’alléger ’écriture de ce cours, je commettrai un léger abus de langage et j utiliserai le terme de
définie positivité pour (1).!

Nous venons donc de montrer que la condition (1) est une condition nécessaire pour qu’une
fonction C'(+,-) soit une fonction de covariance d’un champ Z(-). C’est également une condition
suffisante dans le cas gaussien. En effet, considérons que le vecteur (Z(x1),...,Z(xy,)) est
distribué selon une loi multivariée normale ayant pour espérance le vecteur (pg, ..., i) et pour
matrice de covariance la matrice dont I'élément (i,j) est C(z;, ;). Alors 'ensemble des lois
fini-dimensionnelles définies de cette fagon vérifient les conditions de Kolmogorov. D’apreés des
théorémes classiques en probabilité (Billingsley, 1995; Gihman and Skorohod, 1974), il existe
donc un champ aléatoire Gaussien admettant ces lois fini-dimensionnelles.

1. Attention, la définie positivité ne doit pas étre confondue avec la positivité! Notons au passage qu’une
fonction de covariance peut présenter des valeurs négatives, comme nous le verrons plus loin.



Ecriture matricielle

Considérons un champ aléatoire d’ordre 2 possédant une fonction de covariance C(z,y). Soit
un vecteur (z1,...,z,) de points de R? et notons C la matrice n x n dont I’élément Cjj est
C(x;,xj). En écriture matricielle, (1) s’écrit

Var{\'Z} = \'C\ > 0,

pour tout vecteur A = (A1,...,A\,)f, ot A est le vecteur transposé de \. La matrice C est
donc une matrice semi-définie positive, ce qui entraine que toutes ses valeurs propres sont non

négatives.

Une fonction définie positive C(-,-) est donc une fonction telle que toute matrice construite
par Cj; = C(x;,x;), & partir d’un vecteur (z1,...,2,) de points de R? est une matrice définie
positive.

Propriétés élémentaires des fonctions définies positives

1. Soient C7 et C9 deux fonctions définies positives. Alors a1C1 + asC9 est une fonction définie
positive Vay,as > 0.

2. Si C7 et Cy sont deux fonctions définies positives, alors C = C7.Cy est une fonction définie
positive.

3. Soit C1,Cy, . .. est une famille de fonctions définies positives, et lim,, oo Cp(z,y) = C(z,y),

Va,y. Alors C(x,y) est une fonction définie positive.

Les propriétés 1 et 3 se démontrent de fagon directe en revenant & la définition (équation
(1)). La propriété 2 se démontre par construction : soit Z1(-) et Zs(-) deux champs gaussiens
indépendants ayant respectivement C7 et Cs comme fonctions de covariance. Alors, le champ
Z(x) = Z1(x).Za(x) a comme fonction de covariance C(x,y) = Ci(x,y).Co(x,y).

Ces propriétés sont fort utiles pour construire des fonctions définies positives.

2.4 Stationnarité d’ordre 2

Définition 5 (Stationnarité d’ordre 2) Un champ aléatoire a Uordre 2, Z(-), sur R? est dit

stationnaire d’ordre 2 si les deuzr premiers moments existent el sont invariants par transla-
tion? :

EZ(x)] = E[Z(x+7)] (3)

Cov(Z(x), Z(y)) = C(z,y) = Cov(Z(z+7),Z(y+T)), (4)

2. Certains auteurs préférent utiliser le terme de stationnarité faible, qui lui est équivalent.



quelques soient =, y et T € R%.

Notons que la premiére condition est équivalente a dire que ’espérance est constante et que la
seconde condition est équivalente a dire que la covariance entre Z(z) et Z(y) ne dépend que du
vecteur x —y = h. Dans ce cas, la fonction de covariance ne dépend plus que d’un seul argument.
Au prix d’'un léger abus de langage, on écrit alors que la fonction C'(h), h € R?, est la fonction de
covariance du champ aléatoire Z(-). La stationnarité d’ordre deux se reformule donc de la fagon

sulvante :

Définition 6 (Stationnarité d’ordre 2 : définition usuelle) Un champ aléatoire Z(-) sur
R? est dit stationnaire d’ordre 2 si les deuz premiers moments existent et vérifient :

EZ(z)] = p ()
Cov(Z(x),Z(x+h)) = C(h), (6)

quelques soient x et h € RY.

Propriétés d’une fonction de covariance d’un champ stationnaire d’ordre 2

Soit Z(-) un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2. Sa fonction de covariance, C(h),
posséde les propriétés immédiates suivantes :

i) C(0) = Var(Z(z)) > 0, Vx € R
Notons qu’on suppose ici que la variance de Z(z) est strictement positive. En effet, une
variance nulle est un cas limite dégénéré (champ aléatoire constant sur R%), qui ne présente
aucun intérét ici.

ii) C(—h) = C(h) : la fonction de covariance est une fonction paire.

iii) |C(h)| < C(0) Notons qu’une fonction de covariance peut prendre des valeurs négatives.

i) iz 2j=1 AiAC(mi — 25) > 0.

v) Si Cy(h) est une fonction définie positive pour toute valeur de 6 € ©. Alors

/ Cy(h)u(db)
(C]

est définie positive si y est une mesure de masse finie telle que [g Cy(0)u(df) < oo.
Les deux premiéres propriétés sont évidentes, et leur démonstration est laissée & titre d’exer-

cice. La troisiéme propriété est une conséquence de l'inégalité :
|Cov(Z(z), Z(z + h))| < {Var(Z(z))Var(Z(z + h))}"/? (7)
= |C(h)] < C(0). (8)

La quatriéme n’est qu’un rappel. La propriété v) se démontre a 1’aide des propriétés 2 et 3 de la

subsection précédente.



2.5 Ergodicité

L’ergodicité est un concept en relation avec la capacité de pouvoir en inférer les paramétres
d’un champ aléatoire Z(-) a partir d’une seule réalisation. Il est donc nécessaire, dans ce para-
graphe, d’utiliser la notation compléte Z(z;w) afin de pouvoir raisonner a réalisation fixée.

L’ergodicité est une propriété qui renforce la notion de stationnarité et qui permet d’obtenir
la convergence presque stire d’une moyenne empirique spatiale (d’une réalisation unique) lorsque
le domaine “tend vers I'infini”.

Définition 7 Un champ aléatoire Z(z;w) sur RY est dite ergodique pour la moyenne (ou
ergodique au premier ordre) si la moyenne spatiale sur un domaine D de Z(x;w) converge vers
son espérance mathématique lorsque D — RY.

Zp = ul), /D Z(2:0))ds = pyga ELZ(0;0)] = 1 (9)

ot |D| désigne le d-volmue de D (sa mesure de Lebesgue) et ou la convergence s’entend en
moyenne quadratique.

Un contre-exemple trivial est le champ aléatoire Z(z,w) = A(w). Il s’agit d’'un champ spa-
tialement constant, dont la valeur est une variable aléatoire. Une réalisation unique d’un tel
champ ne permet pas d’inférer la loi de la variable aléatoire A : en effet, il est clair que la
moyenne spatiale sur un domaine D sera toujours égale & A(w), et donc ne convergera pas vers
I’espérance.

L’ergodicité est un concept lié & celui de la mélangeance, concept familier de la théorie des
processus. Une condition suffisante qui assure Uergodicité est le théoréme de Slutsky.

Théoréme 1 (Théoréme de Slutsky) Soit Z(z) un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2,
de fonction de covariance C(h). Si

1

alors Z(x) est ergodique pour la moyenne.

Le démonstration est directe en observant que

_ 1 1
Var{ZD}:|D|2/D/DC’(:1:—:cl)da:dx’:|D’2/D i C(h)dhdz

ot D, est le domaine dans lequel peut varier h, tel que x + h est dans D.

10



Notons que si ﬁ fD C(h)dh —p_ga 0, alors quelque soit € > 0, il existe une distance a telle
que lorsque ||h|| > a, C(h) < €. Dans ce cas, lorsque D est suffisament grand,

C(h)ydh = | C(h)dh— / C(h)dh = A — C(h)dh,
D, R2 R2\D, R2\D,

¢
¢ A1

1
— C(h)Ydhdr = — — — C(h)dh.
DP /D b, S0 D]~ D] Jrorp, €

Lorsque D — R?, le dernier terme tend vers 0. Ainsi lorsque la condition de Slutsky est vérifiée,
il est immédiat de constater que Var{Zp} — 0 lorsque D — R?. L’application du théoréeme de
Chebychev meéne au résultat. O

Il existe un théoréme analogue pour la covariance. Une fonction aléatoire est ergodique en
covariance (ou ergodique d’ordre 2) si

1
lim — [ C(h)%dh = 0.
i, [ o)

2.6 Continuité et Différentiabilité
Continuité

Dans ce paragraphe, on établit les relations entre les propriétés de continuité et différentia-
bilité d’un champ aléatoire et des caractéristiques de la fonction de covariance. On débute par
un rappel.

Rappel : Soit X7, Xo, ... une famile de variable aléatoire. Si E[(X,, — X)?] — 0 lorsque n — oo
et Var(X) < oo, on dit que la famille {X,,} converge en moyenne quadratique vers X.

Définition 8 Un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2, Z(-) sur R est dit continu en moyenne
quadratique si

lim E [{Z(y) - Z(x)}Q] —0.

Yy—x

Il est important de rappeler que la continuité en moyenne quadratique n’entraine pas la

continuité presque stire des réalisations. Les réalisations d’un champ aléatoire continu en moyenne
quadratique peuvent donc présenter des discontinuités, mais celles-ci devront étre "rares", c’est
a dire que leur support devra étre un ensemble de mesure nulle sur €2 et donc, par ergodicité,
également de mesure nulle sur D.

Théoréme 2 Un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2, Z(-), de covariance C(h) est continu
en moyenne quadratique st et seulement st sa fonction de covariance est continue & l’origine.

11



Preuve : En effet,

E[(2) - 2@)}] = Var(Z(y) + Var(Z(x)) — 2Cov(Z(x), Z(y))
— 2{C(0) - Cly — v)}.

Donc, en posant h =y — z,

lim E [{Z(y) — Z(@)}?| = 0 <= lim C(h) = C(0).

Yy—x h—0

O
Pour un champ aléatoire qui n’est pas stationnaire d’ordre deux, la condition de continuité en
moyenne quadratique devient : C(xz,y) est continu sur la diagonale : lim,_,, C(z,y) = C(z, ).

Proposition 1 Soit un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2 de covariance C'(h). Si C(h) est
continu a lorigine, elle est continue partout.

Preuve : En effet,

IC(h) — C(h)| = |Cov{Z(h),Z(0)} — Cov{Z(K),Z(0)}|
|Cov{Z(h) — Z(h'), Z(0)}]

[Var{Z(h) — Z(K')}Var{Z(0)}]*/?

= [{2C(0) — 2C(h — 1')}C(0)]'/*

~— ~—

IN

La derniére égalité provient d’un développement similaire & celui recontré dans la preuve du
théoréme précédent. Ainsi donc,

Jim [C(h) = C(R")] < lm[{2C(0) — 2C()}C(0)] 2,

on posant € = h' — h. La continuité en tout h est donc controlée par la continuité a lorigine. [J
Corrolaire : Une conséquence importante de ce théoréeme est qu’une fonction de covariance ne
peut-étre discontinue qu’a lorigine, et non ailleurs.

Preuve : En effet, si la fonction de covariance est discontinue & l'origine, on la décompose en la
somme d’une distribution de Dirac & 'origine, et d’une fonction continue :

C(h) = cdo(h) + Ca(h).

Comme Cy(h) est continue a l'origine, elle est continue partout et C'(h) n’est donc discontinue
qu’a l'origine. O
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Différentiabilité
Soit Z(z) un champ aléatoire sur R%. Introduisons le champ aléatoire

Zol) = Z(x + ee) — Z(.T),

€

ol e est un vecteur unité de R%. Considérons une famille de valeur e,, avec €, — 0 lorsque
n — 00.

On dit que Z(z) est différentiable en moyenne quadratique si la famille de champs Z, ()
converge vers une limite notée Z.(x), avec Var{Z.(x)} < oo. Dans ce cas, le champ

Z!(x) = lim Ze () (10)

e—0
est le champ dérivé de Z(x) dans la direction e.
Calculons la fonction de covariance de Z.(x) :

Cee(h) = Cov{Ze(x+h), Ze(z)}
= éCov{Z(:c +h+ee)—Z(x+h),Z(x+e)— Z(x)}

- 6%{20(11) — C(h+ee) — C(h —ee)}.

Le champs aléatoire Z(-) admet une dérivée si et seulement si la limite (10) existe, avec Var{Z.(z)} <
oo. On voit ainsi que Z(-) est dérivable ssi la covariance C'(h) admet une dérivée seconde dans
la direction e, c’est-a-dire si

lim Ce(h) = —CY(h),
e—0

pour h = 0. En effet, lorsque cette condition est remplie, la dérivée seconde existe également
pour tout A. On a ainsi établit la proposition suivante :

Proposition 2 (Différentiabilité en moyenne quadratique) Un champ aléatoire station-
naire d’ordre 2 est différentiable en moyenne quadratique si et seulement si C!(0) existe et est
finie pour toute direction e; dans ce cas, —C!(h) est la fonction de covariance du champ dérivé
dans la direction e.

Un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2 différentiable en moyenne quadratique dans toutes
les directions e est dit différentiable en moyenne quadratique.

Ce résultat peut se généraliser : un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2 est p fois différen-
tiable en moyenne quadratique ssi Ce(2p )(O) existe et est finie pour toute direction e; dans

ce cas, (—1)pC.§2p )(h) est la fonction de covariance du champ dérivé p fois dans la direction e.
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2.7 Allure générale d’une fonction de covariance

Nous avons vu dans les sections précédentes les caractéristiques les plus importantes des
fonctions de covariance, C'(h).

— La valeur en de la fonction de covariance pour h = 0 est égale & la variance du champ
aléatoire : C'(0) = Var{Z(-)} = o2

— La continuité en h = 0 de C'(h) est une quantité liée a la régularité du champ aléatoire. La
fonction de covariance est continue & ’origine ou non ; elle est continue partout ailleurs. Si
elle est discontinue & 1’origine, le saut de discontinuité correspond & la variance d’un champ
aléatoire Zy(-), tel que Zp(z) et Zp(y) sont non corrélés lorsque = # y. On peut alors écrire

Z(x) = Zo(x) + Z1(x),
ot Zyp(x) et Z1(z) sont deux champs indépendants tels que

Cov{Z(z),Z(x+h)} = Cov{Zy(x)+ Zi(x),Zo(x+ h)+ Zi(x + h)}
= Cov{Zy(x), Zo(x + h)} + Cov{Zi(z), Zi(x + h)}
a30o(h) + C1(h),

ot dp(h) = 1 lorsque h = 0 et 0 sinon, et ou C}(h) est une fonction de covariance continue.
Le saut de discontnuité est appelé effet de pépite en géostatistique.

— La condition de Slutsky vue plus haut impose que C'(h) — 0 lorsque ||h|| — co. Deux cas
peuvent se produire.

1. Soit il existe une distance a > 0, telle que lorsque ||h|| > a, C(h) = 0. La plus petite
valeur de a qui vérifie cette condition s’appelle la portée de la fonction de covariance.

2. Soit il n’existe pas une telle distance parce que C(h) tend asymptotiquement vers
0. Dans ce cas, par analogie, on appelle portée pratique de C(h) la plus petite
valeur a qui est telle que C'(h) < 0.05C(0) lorsque ||h|| > a. Ainsi par exemple, pour
une covariance exponentielle C'(h) = exp{—||h||/a}, on considére généralement que la
portée pratique vaut 3a, car e = 0.0498.

La figure 2.7 représente a gauche une fonction de covariance sans effet de pépite, avec une
variance égale & 2, une portée a = 10 et a droite une fonction de covariance avec effet de pétite
(égal a 0.5) avec une portée pratique a = 10.

14



FiGURE 1 — Deux exemples de fonctions de covariance.

2.8 Représentation spectrale
Théoréme de Bochner

Pour introduire les représentations spectrales des champs aléatoires, il est plus simple de
travailler sur des champ complexes Z(z) = U(z) 4+ iV (z) ou U(z) et V(x) sont des champs
aléatoires réels sur R%. Pour se ramener au cas réel, il suffit de poser V(z) = 0.

Soit U(x) et V (z) sont des champs stationnaires d’ordre 2 et soit Cov{U(z),V(x)} = g(z—v).
Dans ce cas, Z(z) est champ aléatoire complexe stationnaire d’ordre 2.

On définit la fonction de covariance de Z(z) : K(h) : R = C :

K(h) = Cov{Z(z+h),Z(z)}
= Cov{U(xz +h),U(z)} + Cov{V(x + h),V(x)}
+ilcov{V(z + h),U(x)} — Cov{U(z + h),V(z)}],

pour laquelle on a K(—h) = K(h). Cette fonction doit étre définie positive, c’est & dire que l'on
a pour tout n et tout ensemble de pondérateurs complexes A1,..., A\, :

n

Z Zn: )\Z)TJK(ZCZ,:K]) Z 0.

i=1 j=1

Théoréme 3 (Théoréme de Bochner) Une fonction complexe K (h) sur R est la fonction de
covariance d’un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2 complexe continu en moyenne quadratique
sur R ssi

K(h) = /Rd exp{i < w,h >}F(dw) (11)

ot < a,b > désigne le produits scalaire de a et b € R?, et ou F(dw) est une mesure positive finie
sur R, ¢’est-a-dire telle que [pq F(dw) = K(0) < cc.

Eléments de preuve : Considérons une famille de valeurs wi,ws,... dans R?% et une fa-
mille de variables aléatoires Z1, Zs, ... complexes, i.i.d., et d’espérance nulle (i.e. E[Z;] = 0 et

E|Z;Zy] = 0, Vj et Vk # j). A chaque valeur de wy, qui doit étre vue comme une fréquence,
est associée une valeur Zj qui doit étre vue comme une amplitude. Notons f = E[ZyZy] < o0,
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I’amplitude de Zj, et définissons

n
Z(z) = Zpexp{i <wg,z >}. (12)
k=1
Z(z) est un champ aléatoire obtenu comme la somme de fonctions de bases exp{i < wg,z >}
pondérées par des amplitudes aléatoires Z.
Alors, la fonction de covariance de Z(x) vaut :

K(h) = Cov(Z(z+h),Z(x))

= Cov (Z Zpexp{i < wg,x +h >}, ZZexp{—z’ < wp,x >}>

k=1 =1
= ka exp{i < wg,x + h >}exp{—i < wg,z >} (13)
k=1
= ka exp{i < wg, h >}, (14)
k=1

ce qui montre que le champ Z(x) ainsi définit est (i) stationnaire d’ordre 2, car sa fonction
de covariance ne dépend que de h; (ii) continu en moyenne quadratique, car les dérivées de
sa fonction de covariance sont continues en (0 (par les propriétés de dérivation de la fonction
exponentielle).

En considérant les limites des sommes (12) lorsque n — oo, on montre que tous les champs
stationnaires d’ordre 2, continus en moyenne quadratique peuvent s’écrire comme une somime
continue indentique a (12) :

Z(x) = / exp{i < w,z >} M (dw) (15)
Rd
ot M (dw) est une mesure complexe, aléatoire, orthogonale sur R?, c’est a dire vérifiant E[M (B)] =

0, E[M(B)M(B)] = F(B) > 0 et E[M(B)M(B")] = 0 lorsque BN B’ = 0.
M (dw) s’appelle la représentation spectrale du champ faiblement stationnaire Z(z). La co-

variance du champ défini par (15) vaut alors
K(h) = / exp{i < w,h >}F(dw),
Rd

ou F(dw) s’interpréte comme le module de la mesure aléatoire M (dw), et doit vérifier [, F(dw) <
00. g
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Pour h = 0, on otbient

K(0) = Var{Z(z)} = " F(dw).

Si la mesure F'(dw) posséde une densité, on note F(dw) = f(w)dw, et

K(h) = /Rd exp{i <w,h >} f(w)dw.

On reconnait la formule de la transformation de Fourier. Ainsi le théoréme de Bochner peut se
formuler ainsi : une fonction de covariance d’un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2 est la
transformée de Fourier d’une mesure positive finie.

La formule d’inversion des transformées de Fourier nous donne

Flw) = (271T)d /R exp{—i < w,h >} K (R)dh.

Si le champ Z(z) est réel, la fonction de covariance est également réelle et la transformée de
Fourier peut s’écrire comme une série de cosinus. Le théoréme de Bochner devient alors

C(h) = /Rd cos(< w, h >} F(dw).

Lien avec la régularité du champ aléatoire

J’établis les résultats de cette section de fagon peu rigoureuse, en me limitant & d = 1,
pour éviter d’alourdir les notations avec les dimensions de I'espace. Pour une présentation plus
compléte et plus rigoureuse, je renvoie a Yaglom (1986) et Stein (1999).

On part de I’écriture spectrale du champ (15). Supposons que la dérivée du champ existe.
Alors
Z'(x) = / iwexp{i < w,x >} M (dw).
R

La covariance de Z'(z) — si elle existe — sera donc

Cov{Z'(x),Z'(x + h)} = E[Z'(2)Z'(x+ h)]

= FE [/ iwexp{i < w,x >} M (dw)(—iw) exp{—i < w,x + h >} M (dw)
R
qui n’existera que si

/wQE[M(dw)M(dw)]—/ W?F (dw) < oo.
R R
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Pour résumé, un champ Z(z) est différentiable en moyenne quadratique ssi
C"(0) < 0o existe <:>/ ||w|[2dF (w) < oo.
R

Une condition nécessaire (mais non suffisante) sur la densité spectrale f(w) (lorsque celle-ci
existe) est que la densité décroisse plus vite que ||w||~2. En d’autres termes, les hautes fréquences
doivent étre peu chargées. Ce résultat mathématique correspond en effet & 'intuition que 1’on se
fait d’un phénomene suffisamment régulier pour étre différentiable : les variations rapides dans
Pespace (i.e. les hautes fréquences) ne peuvent pas étre trop importantes.

Ce résultat peut s'itérer a U'ordre m : un champ Z(x) est différentiable en moyenne quadra-
tique m fois ssi

C™(0) < 0o existe <:>/ ||w|[*™dF(w) < co.
R

2.9 Exemples de fonctions de covariances

1. Delta de Dirac : Comme nous l'avons vu & la section 2.7, la fonction C(h) = 026y(h)
(ot dg(h) = 1 lorsque h = 0 et dp(h) = 0 sinon) correspond & un champ aléatoire sans
corrélation spatiale. Utilisée avec d’autres fonctions de covariance, celle-ci sert & modéliser
un effet de pétite observé sur les données.

2. Fonction triangulaire sur R. Considérons la fonction triangulaire C(h) = o2(1 — |h|/a),
si |h| < a, et C(h) = 0 sinon. Sa densité spectrale associée est f(w) o sin(aw)?/w? > 0,
avec fR f(w)dw = 2. En vertu du théoréme de Bochner, la fonction triangulaire est donc
bien une fonction de covariance.

En revanche, [pw?f(w)dw = [ sin(aw)?dw n’est pas finie : la fonction triangulaire cor-
respond & un champ qui n’est pas différentiable en moyenne quadratique.

Le méme résultat s’obtient en observant le comportement & l'origine de la fonction de
covariance. En h = 0, la dérivée a gauche (h négatif) est 1/a, tandis que la dérivée a droite
(h positif) est —1/a. Il n’y a donc pas de dérivée en h = 0.

3. Fonction conique sur RY La fonction C(h) = 1— ||h||/a, si ||h|| < a, et C(h) = 0 sinon,
n’est pas définie positive sur R?%, d > 1 car sa transformée de Fourier contient des termes
négatifs. Elle ne peut donc pas étre une fonction de covariance pour d > 1.

Cet exemple illustre le résultat mathématique général suivant. Si une fonction est définie
positive sur un ensemble E, elle est également définie positive dans tout ensemble E' C
E. En revanche, elle n’est pas nécessairement définie positive sur un ensemble F' D FE
quelconque. En particulier, une fonction définie positive sur R? le sera également sur R,
avec d’ < d. Mais elle ne le sera pas nécessairement sur R, avec d” > d.
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4. Fonctions auto-convoluées Toute fonction g(h) qui serait I’auto-convolution d’une fonc-
tion u(x) :

o) = | wleyuta+ nyds,

est une fonction de covariance. En effet, la transformation de Fourier échange convolution
(dans l’espace direct) et multiplication (dans I'espace spectral). Notons ¢(w) la transformée
de Fourier de u(x). Alors, en utilisant un résultat classique de la théorie de Fourier, la
transformée de Fourier de g(h) est ¢?(w), et est donc toujours positive. Ainsi, g(h) est une
fonction définie positive, donc une fonction de covariance admisssible.

5. Covariance sphérique 1l est possible d’étendre la fonction triangulaire aux dimensions
supérieures d’une facon qui la rend définie positive pour toutes les dimensions de 1’espace.
Pour cela on observe que la fonction triangulaire vue au point 1, est 'auto-convolution de
la fonction indicatrice de l'intervalle I, = [~a/2,a/2] : 1|_q/24/9/(z) = 1 si z € I, et 0
sinon. En utilisant le résultat général du point précédent, il est immeédiat que la fonction
triangulaire est une fonction de covariance admissibile.

On généralise ce résultat de la facon suivante. Dans I'espace R%, on considére la fonction
indicatrice de la sphére & d dimension, de rayon a/2, notée Sg. 1l est évident que S} = I,.
L auto-convolution de cette fonction indicatrice sera une fonction définie positive sur R
Ainsi par exemple, pour d = 3, on obtient la fonction de covariance

ct) = [ Is@Ig@snds

1591 54 @ h
= 1—15/hl|/a+0.5(||h||/a)®,  h<a,

et C(h) = 0 si h > a. La seconde ligne est la mesure de Lebesgue (ici, le volume) de
Iintersection de la sphére S¢ avec la méme sphére translatée du vecteur h. Cette fonction
est définie positive sur RY, avec d < 3. Le méme procédé peut s’appliquer a des sphéres
a d > 3 dimensions pour obtenir des fonctions définies positives dans des espaces de plus
grande dimension. Notons cependant que les calculs sont beaucoup plus simples sur les
espaces de dimensions impaires, ce qui explique pourquoi on ne présente pas le résultat
pour d = 2.

Cette fonction de covariance est usuellement appelée fonction de covariance sphérique. Elle
est souvent utilisée en modélisation géostatistique, car (i) elle posséde une valeur a, au-dela
de laquelle la covariance est strictement nulle ; (ii) elle posséde une interprétation physique
simple.

Notons qu’elle est continue & l'origine, sans étre différentiable.
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6. Covariances exponentielles Sur R, & la densité spectrale f(w) = ¢?(1/a? + w?)7 !,
est associée la fonction de covariance C'(h) = mgaexp{|h|/a}. De la méme facon, a la
densité spectrale f(w) = ¢(1/a® + w?)72, est associée la fonction de covariance C(h) =
0.57pa3 exp{—|h|/a}(1 + |h|/a).

Ces résultats se généralisent de deux fagons : (i) d’une part, on peut montrer que la trans-
formée de Fourier de la fonction exponentielle C(h) = wpaexp{—||h||/a} sur RY est pro-
portionnelle a (a2 + w?)~(@+1)/2 > 0. Elle donc définie positive pour toute dimension d.
(ii) Les fonctions de type C(h) = k||h||” exp{—]|h||/a}, ont une transformée de Fourier
proportionnelle & (a2 —|—w2)_(” +d/2) - (. Elles sont donc également définies positives pour
v>0.

Enfin, comme le somme de fonction définies positives est une fonction définie positive,
il s’ensuit que les fonctions du type C(h) = Qp(||h||) exp{—||h||/a}, ot Qp(||h||) est un
polynéme & coefficients positifs sont des fonctions de covariance sur RY, Vd.

7. Covariance gaussienne Sur R? la fonction C(h) = o2 exp{—(||h||/a)?} est parfois ap-
pelée "fonction de covariance gaussienne" en raison de sa forme analytique. Sa transformée

—1/2

de Fourier est f(w) = 0.5a0%7 exp{—4a?||w||>} > 0, ce qui montre que la fonction C(h)

est bien une fonction de covariance.
Comme la TF ne fait pas intervenir la dimension de 'espace, cette fonction est définie
positive sur R, Vd > 1.
Cette fonction de covariance est indéfiniment dérivable a l'origine, (c¢’est un petit peu long
a établir). Il est plus facile d’observer que [pa||w|[*™ exp{—4a®||w||*}dw < oo pour tout
m. Le champ aléatoire est donc indéfiniment dérivable en moyenne quadratique.

8. La classe de Matern Sur R? (Matern, 1960) est une classe de fonctions de covariance
fort importante pour la modélisation des variables régionalisées s’obtient a partir d’une
généralisation des cas vus au point 6. Partant des densités spectrales

Fw) = ¢(a? + lwl>) 2, v,¢,a>0,

on obtient la classe de Matern de fonctions de covariance

7T1/2¢a2u .
Ch) = gty (/e K )

ou K, est la fonction de Bessel modifice (Abramwitz and Stegun, 1965, pp. 374-379).
Lorsque v = 1/2, on retrouve la fonction exponentielle; lorsque v = 3/2, on retrouve le
second exemple du point 4. Lorsque v — o0, on retrouve la coavriance gaussienne vue au
point 3.

20



Le paramétre v est essentiellement un paramétre de régularité. En effet, I'intégrale

/ Hw||2mf(w)dw = / ||w‘|2m¢(a—2 + ||W||2)_V_d/2dw
R4 R4

est finie si ¥ > m. En d’autres termes, étant donné un coefficient v, le champ aléatoire est
m fois différentiable en moyenne quadratique, ot m est le plus grand entier positif ou nul,
inférieur & v. Si v < 1/2, le processus n’est pas continu en moyenne quadratique.

Le cas v = 1/2 correspond a la fonction de covariance exponentielle. Lorsque v = m +1/2,
on obtient une fonction de covariance de type Q. (||h||) exp{—||h||/a}. Enfin, lorsque v —
00 on retrouve la covariance gaussienne.

9. Classe des covariances stables Les fonctions C(h) = exp{—(||h||/a)*}, avec a > 0 et
0 < a < 2 sont définies positives sur R? pour toutes les dimensions d. Cela peut se montrer
a partir de la classe de Matern, mais les développements sont assez techniques. On peut
les trouver dans (Stein, 1999, pp. 32-33).

2.10 Fonctions de covariance isotropes

Une fonction de covariance, C'(h), est dite isotrope si elle ne dépend que de la distance
r = ||h|| et non de la direction du vecteur h. Par abus de notation, on notera dans ce cas
C(h) = C(||nl]) = C(r).

Il existe un théoréme de caractérisation des fonctions de covariances isotropes pour toutes
les dimensions d de l’espace du & Schoenberg (1938). La démonstration de ce théoréme se trouve
dans (Yaglom, 1987 ; pp. 348-390).

Théoréme 4 (Schoenberg, 1938) Une fonction C(r) est une fonction de covariance isotrope
dans R® pour tout d, ssi C(r) est de la forme

Clr) = /0 " exp {—r2/2) w(dt) (16)

ot v est une mesure positive bornée sur R*.

Il faut remarquer que (16) génére toutes les formes de régularité a lorigine, y compris
les faibles degrés de régularité, car lopération de randomisation (par la mesure v) produit
des modéles qui peuvent étre moins réguliers que le modéle de base, mais jamais plus ré-
guliers. Par exemple, randomiser (16) par une fonction Gaussienne définie sur R™, v(dt) =
1/(av/7) exp{—t%/4a®} méne 4 la fonction exponentielle :

> L2V e (2 e = T a® —r?/t*)} dt = exp {—r/a
| e =y —exp{=aat}at = —— [ {40 <1} e = exp {=r/a).
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pour a > 0. La fonction exponentielle décroissante est donc bien une fonction de covariance sur
R?, Vd, ce que nous avions déja vu a la section 2.8.

Enfin, il est intéressant de noter que la fonction exponentielle négative a la propriété d’étre
complétement monotone . Une extension du théoréme de Schoenberg stipule que toute fonction
de covariance complétement monotone peut s’écrire comme une randomisation de la fonction
exponentielle :

Théoréme 5 Une fonction C(r) est une fonction de covariance isotrope et complétement mo-
notone dans R pour tout d, ssi C(r) est de la forme

Clr) = /0 " exp {—r/t} v(dt) (17)

ot v est une mesure positive bornée sur R .

3 Variogramme — Stationnarité intrinséque

3.1 Le variogramme d’un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2

Définition 9 (Une premiére définition) Soit Z(x) un champ aléatoire stationnaire d’ordre
2 sur R®. Le variogramme de Z(x) est la fonction

1(0) = 3 B2+ b) = ()] = 5 Var(Z(e + b) — 2(2)}

Propriétés élémentaires
e 7(0) =
o
o y(=h)=~(h)
o ( (0) — C(h). En effet,

=
I
Q

Y(h) = O05E((Z(z+h) - Z(x))
0.5E[Z(x + h)* — 2Z(x + h) Z(x) + Z(z)?
0.5[Var(Z(xz + h)) — 2Cov(Z(x + h), Z(x)) + Var(Z(x))]
= 0.5[2C(0) — 2C(h)]

o 1imj)| o500 7(h) = C(0) — limyp 00 C(h) = C(0)

3. Une fonction f(r), r € R est complétement monotone si elle est continue en 0 et si les dérivées successives
de f sont monotones et de signes alternés, i.e., (—1)"f™(r) >0,r e R, n=0,1,2,....
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Ces deux derniéres propriétés sont importantes : pour un champ aléatoire stationnaire d’ordre
2, le variogramime atteint une valeur asymptotique égale a la variance.

Les propriétés de regularité que nous avions vues au sujet de la fonction de covariance se
traduisent directement sur le variogramme.

1. Si limyp—0v(R) — 0, i.e. si y(h) est continu a l'origine, alors le champ Z(z) est continu

en moyenne quadratique.
2. Si y(h) est dérivable deux fois a l'origine, alors le champ Z(x) est différentiable.
3. Si y(h) est dérivable 2p fois a Uorigine, alors le champ Z(z) est différentiable p.

3.2 Hypothéses intrinséques

Comme le montre la définition 9, le variogramme ne se définit pas directement & partir de
valeurs de Z(x) mais plutot a partir de différences Z(x+ h) — Z(x). L’hypothése de stationnarité
d’ordre 2, qui suppose l'existence des deux premiers moments de Z(x), est donc inutilement
restrictive si ’on souhaite n’utiliser que le variogramme et non la fonction de covariance.

Il est donc utile de définir des hypothéses de stationnarité plus faibles, appelées en géostatis-
tique les hypothéses de stationnarité intrinséque :

Définition 10 (Hypothéses intrinséques et définition usuelle du variogramme) Soit Z(x)
un champ aléatoire sur R, On dit que Z(x) vérifie les hypothéses intrinséques si

ElZ(x)— Z(x+h)] =<a,h> et %Var{Z(x—l—h)—Z(x)}:'y(h),

Va,Vh € Re. Le terme < a,h > est une tendance linéaire de Z(x). St la tendance linéaire est
nulle (a = 0), alors les hypothéses intrinséques se reformulent selon leur formulation la plus
habituelle :
ElZ(x)—Z(x+h)] = 0
{ 0.5E[(Z(x +h) — Z(2))?] = ~(h)

Il est important de souligner que '’hypothése de stationnarité d’ordre 2 est plus forte que les
hypothéses intrinséques et les entraine. L’inverse, en revanche, n’est pas vrai, car les hypothéses
intrinséques ne font pas d’hypothéses sur l'existence des moments de Z(-), mais seulement sur
Pexistence des moments pour les incréments. Chez certains auteurs (p. ex. Yaglom, 1987), les
hypothéses intrinséques sont appelées hypothéses de stationnarité des incréments.

Ainsi, la classe des champs aléatoires qui vérifient les hypothéses intrinséques est plus vaste
que la classe des champs aléatoires qui vérifient ’hypothése de stationnarité d’ordre 2.
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Enfin il est important de noter que si toute fonction de covariance peut s’écrire sous la forme
d’un variogramme a l'aide de y(h) = C(0) — C(h), I'inverse n’est pas vrai en toute généralité. Le
passage

variogramme — covariance
n’est possible que sous les hypothéses de stationnarité d’ordre 2.

3.3 Fonctions conditionnellement définies négatives

Nous avions vu a la section 2.3 que la fonction de covariance est une fonction définie positive.
1l existe une propriété similaire pour les variogrames. Pour présenter cette propriété, il faut tout
d’abord définir la notion de combinaison linéaire autorisée.

Proposition 3 Soit Z(x) un champ aléatoire vérifiant les hypothéses intrinséques. Une combi-
naison linéaire Y -y \iZ(x;) posséde un premier et un second moment ssi y .y A = 0.

Preuve :

(i) C’est une condition nécessaire : soit une C.L. S =" | A\;Z(x;) telle que Y"1 ; A; = 0. Alors,
Yo NiZ(xi) =Yy Ni(Z(xi) — Z(xo)) car Yy NiZ(xo) = 0. Comme S peut s’écrire comme
une somme d’incréments, S posséde une espérance et une variance.

(ii) C’est une condition suffisante : sous les hypothéses intrinséques, toute différence Z(x;)—Z(xo)
posséde en effet une espérance et une variance. Alors, > 7" | \i(Z(x;)—Z(z0)) est une combinaison
linéaire qui posséde une espérance et une variance, et dont la somme des pondérateurs vaut

Zznzl Ai — Z:’L:I Ai = 0. ]

Ce résultat est trés important, car il nous indique que sous hypothése intrinséque, on ne peut
calculer des espérances et des variances que pour des combinaisons linéaires dont le poids total
est nul. On appelle Combinaison Linéaire Autorisée (CLA) un ensemble de pondérateurs
(Ai)i=1,....n ayant la propriété > . A\; = 0.

Proposition 4 Soit Z(z) un champ aléatoire vérifiant les hypothéses intrinséques et soit (\;)i=1,...

une CLA. Alors,
E[> XZ(z:)] =0
i=1
et

Var() “NiZ(zi)} ==> > Aidy(mi — ). (18)
=1

i=1 j=1

Preuve : Le preuve est directe en développant les calculs des espérances, et des variances. Mais
attention! de se rappeler que E[Z(x;)] et Var{Z(z;)} n’existent pas.
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ii)

ED) NZ(x)] = ED_N(Z(xi) — Z(x0))]
i=1

= Z/\iE[Z(xi)_Z(xO)]
= 0

La premicére égalité est vraie pour tout Z(zo), car » - ; A = 0; la troisieme égalité résulte
de I’hypothése intrinséque.

Var{) NiZ(z:)} = Var{d_ X(Z(z:i) = Z(x0))}
i=1 =1
= > > AiNCov{Z(i) — Z(x0), Z(x;) — Z(w0)}
i=1 j=1
Comme

(Z(2i) = Z(25))* = (Z(w:) = Z(w0))* + (Z(2)) = Z(20))* = 2(Z (1) = Z(w0))(Z (5) = Z (o)),
on obtient

V(@i = xj) = y(xi = 20) + (2 — x0) — Cov{Z(zi) — Z(x0), Z(2;) — Z(x0)}
et donc

Cov{Z(wi) = Z(wo), Z(xj) — Z(w0)} = y(i — xo) + (25 — w0) — (i — ;).

Et donc, finalement,

Var{) "NiZ(z;)} = ZZ)\/\{V i —x0) + (x5 — wo) — y(@ — x;)}

i=1 = 1] 1
= - Z Z Aidjy (@i — 25)
=1 j=1
> 0
car >0y Ajy(xi — o) = D21, Miv(x5 — x0) = 0. O
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Remarques :

1.

Cette formule est une forme quadratique formellement identique & (2) sous hypothése
stationnaire d’ordre 2, mais dans laquelle C'(h) est remplacée par —y(h).

Notons que sous hypothése stationnaire d’ordre 2, en appliquant (2) & C'(h) = C(0) —y(h)
pour une CLA, on retrouve (18) car la constante C(0) est éliminée par le fait que > | A\; =
0.

. Une variance est une quantité positive ou nulle. Il faut donc que la fonction ~(h) vérifie

(18) pour toutes CLA. Une fonction qui vérifie cette propriété est appelée fonction condi-
tionnellement définie négative.

. Comme toute fonction de covariance est définie positive, elle est en particulier condition-

nellement définie positive ; mais I'inverse n’est pas nécessairement vrai. Il en résulte que la
classe des variogrammes est plus large que la classe des fonctions de covariance.

Ces différents éléments se résument au théoréme suivant.

Théoréme 6 Une fonction v sur R est un variograme ssi v est conditionnellement définie

négative (ou, ce qui est équivalent ssi —y est conditionnellement définie positive).

3.4

Représentation spectrale

Les variogrammes ont également une représentation spectrale, et & ce titre, il existe un théo-

réme qui est une généralisation du théoréme de Bochner.

Théoréme 7 Soit v(h) une fonction sur R telle que v(0) = 0. Les trois conditions sont équi-

valentes :

1.
2.
3.

~v(h) est le variogramme d’un champ alétaoire intrinséque vérifiant la définition 10.
la fonction (k) = e M) est une fonction de covariance Vt > 0.

~v(h) est de la forme

y(h) = / L= COZS;,T‘;,;L’ " >)X(du) (19)

ol x est une mesure positive symétrique sans atome en 0 vérifiant

x (du)
/1+47r2||u|2 =0

Preuve :
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i) 1. entraine 2. Soit Z(x) un champ aléatoire intrinséque admettant le variogramme ~y(h).
Alors, le champ aléatoire Y (z) = Z(z) — Z(0) admet la covariance (non stationnaire)
C(z,y) = v(z) + v(y) — v(z + y). Désignons par Y, (x) une suite de champs aléatoires
indépendantes admettant la méme fonction de covariance C(z,y) et par N une variable
de Poisson d’espérance E[N]| = t, indépendante des Y, (z). Le champ aléatoire définie par
Yo(x) =1si N=0cet Yp(z) = 27]1\[:1 Y, (z) si N > 0 admet la covariance

o0 n

" )
Co(l‘, Z/) = Z ﬁe tC (ijy) = 6t{C( ) 1}.
n=1 """

Le champ aléatoire Yy(z)/E|[Yy(7)?] admet alors la covariance

E [Yo(2)Yo(y)] /(E[Yo(2)?|E[Yo(»)?]) = exp{t[y(z) +7(y) — v(z —y) — v(z) —v(»)]}
= exp{—ty(z —y)},

qui est une fonction de 2 — y. Donc e (") est, bien une fonction de covariance.

ii) 2. entraine 3. La fonction 1(h) = e~“(") est la fonction caractéristique d’une variable
aléatoire infiniment divisible (ce qui se montre facilement car la classe des distributions
infiniment divisible coincide avec la classe des limites de mélanges de distributions de
Poisson ; et donc, il en va de méme de leur fonction caractéristique). Selon le théoréme de
Lévy, la fonction caractéristique d’une distribution indéfiniment divisible (cf. Feller, 1971,
ch. XVII) a pour forme générale (dans le cas réel) l'expression recherchée (19).

iii) 3. entraine 1. Il est immeédiat de montrer que lorsque y(h) est de la forme (19), alors
—v(h) est conditionnellement définie positive.

3.5 Propriétés spécifiques du variogramme

Proposition 5 Si un champ Z(x) posséde un variogramme ~y(h) borné, c’est a dire tel que

lim (k) = y(o0) < oo,

[1A][—o0

alors Z(x) est un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2.
Preuve : Ce résultat reprend ce que nous avons déja vu. En effet, si le variogramme est borné, il
existe une valeur o telle que 6 = lim||| 00 7(h). Alors la fonction C'(h) = o —~(h) tend vers

0 lorsque ||h|| — oo, et C(h) est une fonction de covariance car elle est définie positive (puisque
~v(h) est conditionnellement définie négative). O
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Les variogrammes bornés héritent de toutes les propriétés des fonctions de covariance (vues
au chapitre 2) a travers la transformation C'(h) = v(c0) — v(h).

De maniére plus général, tous les variogrammes vérifient les propriétés suivantes, vraies sur

RY, Vd.

Proposition 6 Si~vy(h) est le variogramme d’un champ aléatoire intrinséque continu en moyenne
quadratique, alors

lim  v(h) < Al|h]?.
l|Al[—o0

Preuve : D’aprés la représentation spectrale du variogramme du théoréme 7, on a

y(h) / 1 —cos(2m < u,h >)
[IA]I? 42| |h] ] |ul |

x(du).

Or,

1 —cos(2m < u,h > uh)?
’ 2( 2(ul2 )’ < : 2 ) ; =L
42| | A [2[]ul] [AIZ[[ul]
Par ailleurs, la fonction & intégrer tend vers 0 lorsque ||h|| — oo, sauf en u = 0. D’aprés le
théoréme de convergence dominée, on a donc

1 —cos(2m < u,h >)
x(du) — 0
/ 42| ful[?
lorsque ||h|| — oo. Par conséquent y(h)/||h||> — 0 lorsque ||h|| — oco. O

Ce résultat nous indique que les variogrammes des champs aléatoires intrinséques peuvent
étre non bornés, mais qu’ils ne peuvent pas croitre trop vite, i.e., pas plus vite qu'une fonction
quadratique.

3.6 Les variogrammes puissances

En appliquant le théoréme 7 a la famille de fonctions de covariance c¢(h) = exp —al||h||%, avec
a>0et0< a<2(cfsection 2.3) on voit immédiatement que les fonctions v(h) = al|h||?,
avec a > 0 et 0 < a < 2, sont des variogrammes valides (i.e. des fonctions condtionnellement
définies négatives). Nous allons voir ci-dessous que c’est effectivement le cas pour 0 < a < 2. Le
cas a = 2 est particulier et méritera une discussion spécifique.

Considérons

V(4 = %E (Z(x+ h+ b) — Z(2))?]
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%E [(Z(z+h+ b)) = Z(z + W)+ Z(a + 1) — Z(2))?]
= y(h)+y(W)+Cov (Z(x+h+N)—Z(x+ W), Z(x+ 1) - Z(x)) (20)
< (k) + (1) + 2(y(h)y(R)2.

En appliquant ce résultat a v(h) = a||h||*, on obtient
1B+ 1% < IR + IR + 2[R ||,

Poser ||W/|| = ||h|| meéne &
2%(|l|* < 4]|A]]%,

et donc
2% < 4,

c’est & dire finalement & a < 2. La condition o > 0 vient de ce que I'on a imposé que le champ
est continu en m.q. Lorsque a = 2 il est immeédiat de montrer que le champ est différentiable en
moyenne quadratique. Lorsque o < 2, le champ n’est que continu en moyenne quadratique, mais
non différentiable en m.q.

Allons un peu plus loin, et repartons de (20) en posant h = h'. Alors,
Cov (Z(x 4+ 2h) — Z(x + h), Z(x + h) — Z(z)) = a||h]|*(2° — 2),

ou encore

Cov (Wh(z + h), Wp(x)) = al|h||*(2* — 2),

en notant Wy, (z) = Z(x+h)— Z(x) Pacroissement de longueur h localisé en z. Ce résultat montre
que le signe de la covariance d’acroissements successifs dépend de la valeur « :
— Lorsque 0 < a < 1, nous avons

Cov (Wi (z + h), Wi (z)) < 0.

Les acroissements successifs sont anti-corrélés : aprés une hausse, une baise est plus probable
qu’une nouvelle hausse. Bien qu’ayant une variance a priori infinie, ils correspondent & des
processus aléatoires présentant une certaine force de rappel vers 'origine Z(0).

— Lorsque av = 1, c’est a dire y(h) = al|h||, le processus est dit a acroissements indépen-
dants. C’est la généralisation & d > 1 dimensions de ’espace du mouvement brownien.
Ces processus s’écartent indéfiniment de 'origine Z(0).
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— Lorsque 1 < a < 2, nous avons
Cov (Wh(x 4+ h), Wi(x)) > 0.

Ces processus ont des acroissements successifs corrélés : aprés une hausse, une nouvelle
hausse est probable. Ils correspondent & des processus qui explosent.
— Lorsque oo = 2, on a
Cov (Wi(z + h), W(z)) = 2al[h||

et donc
Cor (Wh(z + h), Wy(z)) = 2a]|1|P
h h (Var{Z(z + 2h) — Z(x + h)War{Z(z + h) — Z(h)})}/?
2al|h||?
(2al|h|[22a][R[|?)1/2

= 1.

Ainsi, lorsque o = 2, les acroissements successifs de longueur identiques sont parfaitement
corrélés. Le variogramme ~y(h) = a||h||? correspond en fait & un champ Z(z) =< A,z >,
ot A est une variable aléatoire centrée. En effet, pour un tel champ, on a bien E[Z(x +
h) — Z(x)] = 0 et Var{Z(x +h) — Z(z)} = %, A?||h||. Ce modele, trés particulier, n'est
pas ergodique.

3.7 Allure générale d’un variogramme

Il faut distinguer deux cas : les variogrammes bornés et les variogrammes non bornés.

Variogrammes bornés

Nous avons vu & la proposition 5 que lorsque le variogramme est borné, il correspond & une
fonction de covariance C'(h) = y(o0) — y(h). On retrouve donc sur les variogrammes les grandes
caractéristiques des fonctions de covariance, vues a la section 2.7.

— La valeur y(c0) = lim||,| - Y(h) est égale & la variance du champ. On I"appelle pallier du

variogramme.

— La continuité en h = 0 de y(h) est liée a la régularité du champ aléatoire. Le saut de

discontinuité & l'origine du variograme est l'effet de pépite.

— La portée est la distance & laquelle le variogramme atteint son pallier, soit de fagon exacte

(portée vraie), soit asymptotiquement (portée pratique)

La figure 3.7 représente & gauche un variogramme sans effet de pépite, avec une portée a = 10

et & droite un variogramme avec effet de pétite et une portée pratique a = 10.
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FIGURE 2 — Deux exemples de variogrammes bornés.

FIGURE 3 — Deux exemples de variogrammes puissances.

Variogrammes non bornés

Dans ce cas, il n’y a pas de pallier, ni de portée. Les caractéristiques importantes sont la
régularité du variogramme & l'origine et sa pente.

La figure 3.7 représente & gauche un variogramme puissance sans effet de pépite, avec un
exposant a = 1.5 et & droite un variogramme puissance avec effet de pétite et a = 0.5.

4 Estimation du variogramme

4.1 Pourquoi estimer le variogramme ?

Deux raisons jusitifient une estimation du variogramme plutdt que de la fonction de cova-
riance, et ce méme dans le cas ou les hypothéses stationnaires d’ordre 2 sont vérifiées.

1. Tout d’abord, nous avons vu tout au long du chapitre 3 que la classe des fonctions vario-
grammes est plus vaste et contient la classe des fonctions de covariance. Ainsi, lorsque nous
estimons un variogramme nous faisons des hypothéses moins restrictives. En particulier,
nous avons vu (point 2 du paragraphe 3.5) que si le variogramme présente un pallier (i.e.
une valeur asymptotique pour ||h|| — 00), alors le champ aléatoire est stationnaire d’ordre
2.

Deés lors, la présence d’un pallier lors de 'estimation du variogramme est un diagnostic de
stationnarité 4.

2. Méme si I’hypothése de stationnarité d’ordre 2 est vérifiée, 'estimation de la fonction de
covariance sera biaisée. En effet, dans la définition de la fonction de covariance,

C(h) =Cov(Z(x + h),Z(x)) = E[(Z(xz 4+ h) —m)(Z(z) — m)]

intervient 'espérance mathématique, m, qui n’est pas connue. Remplacer m dans 1’esti-
mation de la fonction de covariance par une estimation m entraine un biais qu’il n’est pas

4. J’utilise le mot diagnostic plutét que le mot test ; en effet, cela ne constitue pas un test de stationnarité au
sens statistique du terme.
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possible de corriger, comme nous le verrons plus tard.

Pour ces deux raisons, il est préférable d’estimer le variogramme que la fonction de covariance

4.2 Le variogramme expérimental

Le variogramme expérimental est au variogramme théorique ce que I'histogramme est & la
fonction de densité : une représentation graphique, nécessairement imparfaite, construite & partir
des données.

On dispose d’échantillons géoréférencées (1, ..., x,) dans un domaine D de RZ. Par la suite,
les indices « et 3, avec 1 < «, 8 < n, seront utilisés pour parcourir ’ensemble des échantillons.
Pour alléger les notations, on notera Z, = Z(x,) et hog = £g — x4 le vecteur séparant les points
To €6 5.

On définit 735 = (Za — Z5)?/2 la dissimilarité entre les échantillons Z(z,) et Z(z3). On a
donc 'ygﬁ = 'y/’;)a. Par ailleurs, on peut vérifier que

B 3] = 3 Bl(Za — Z5) = 1(ha).

Ainsi, on voit que v 5 est un échantillon sans biais de Y(hag)-

Sous hypothése de stationnarité intrinséque, les incréments pour un vecteur h donné sont
stationnaires d’ordre 2, i.e. ont mémes premier et second moments. Des couples de points (24, z3)
séparés par des vecteurs h,g proches de h ont donc des premiers moments semblables et peuvent
étre mélangés pour construire un estimateur y*(h) du variogramme ~y(h).

Définition 11 (Variogramme expérimental) Soit des échantillones Z(x1), ..., Z(xy), le va-
riogramme expérimental est la fonction

7 = 537 T ) - 2 (21)

o N(h) est le nombre de paires (vq,x) telles que hog >~ h.

Pour calculer effectivement le variogramme expérimental, il faut préciser ce qu'on entend par
hag =~ h. On va distinguer successivement deux cas. Dans le premier cas, on pense qu’il n’y pas
d’effet directionnel et on suppose que le variogramme est isotropique (cf section ?? pour une
définition de ce terme). Dans ce cas, le variogramme v*(h) ne dépend en réalité que la distance
r = ||h]|. Dans le second cas, on modélise des effets directionnels, et le variogramme ~v*(h) dépend
a la fois de la distance r = ||h|| et de la direction du vecteur h.
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Variogramme isotropique

On note r = ||h|| la norme de h. Le variogramme expérimental v*(r) est calculé a la distance
r en se définissant une tolérance Ar autour de r :

700 = 57 S {Zea) - 2P, (22)

o,B:||hagl|€[r—Ar;r+Ar]

ott N(r) est le nombre de paires de points (zq,xg) qui vérifient ||hqg|| € [r — Ar;r 4+ Ar]. Afin
d’obtenir une représentation graphique commode du variogramme expérimental, on le calcule
pour une série de distances r1,..., 7k, puis on représente v*(ry) en fonction de ry, k =1,..., K.

La construction du variogramme expérimental ressemble donc & la construction de I’histo-
gramme, pour lequel on doit se donner une série de classes puis représenter le nombre de données
dans chacune de ces classes. On sait qu’en statistique exploratoire une question trés importante
(et pas vraiement résolue) est de définir le nombre et 'amplitude des classes. Il en va de méme
en géostatistique, o le nombre et 'amplitude des classes de distances doivent étre données pour
le calcul du variogramme expérimental. En régle générale, on adopte une amplitude constante,
i.e., on pose que ry — ry_1 = a, Vk. Par ailleurs, afin de ne négliger aucune données, on pose
également Ar = a/2. En définitive, les deux paramétres qui définissent le variogramme expéri-
mental sont a, le pas du variogramme, et K, le nombre de pas. L’amplitude a est choisie
de sorte a ce que les effectifs pour chaque classe de distance soient suffisament nombreux (p. ex.
> 30). Le nombre de classe K est choisi afin que la distance maximale, aK soit environ égale a
d/2, ou d est le diameétre minimal du domaine D.

Avec ces notations, le variogramme expérimental isotropique s’écrit

. 1
(k) = SN () > {(Z(zo) — Z(xp)}?, k=1,...,K
) 0Bl hasll€lr—a/2re+a/2]

ou 7, = ka et v(0) = 0.

Le choix du pas du variogramme est crucial. En effet, si le pas est trop petit, le nombre de
paires impliquées dans le calcul de la moyenne sera faible, ce qui entraine de grandes fluctuations
statistiques. A l'inverse, si le pas est trop important, des dissimilarités calculées a des distances
assez différentes seront mélangées dans la moyenne. Le pas optimal résulte donc d’un compromis
entre entre biais et variance de ’estimation.

Variogramme anisotropique

Certains phénomeénes environnementaux ou géologiques présentent des directions de conti-
nuité priviliégées. Lorsque c’est le cas on calcule le variogramme expérimental selon des directions.
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Aux classes de distance, on peut ajouter des classes de direction. Pour le vecteur h =
r(cosw,sinw) de direction w dans R?, on prendra

[re —a/2;r, + a/2]

r o<
w € [wj—60/2;wj+6/2]

ou 7, est un ensemble de distances et w; est un ensemble de directions. Les directions sont en
général choisies de fagon réguliére et en nombre pas trop important. La connaissance a prioir:
du phénomene peut aider & choisir des distances préférentielles. Sinon, on choisit généralement
les directions 0, 45, 90 et 135.

Une anisotropie se traduit sur les variogrammes expérimentaux par des portées qui varient
selon les directions. On parle alors de variogramme expérimentaux anisotropes. Le plus souvent,
on observe que les directions de plus longue et de plus courte portées sont orthogonales.

4.3 Estimation paramétrique d’un modéle de variogramme

Le variogramme expérimental est utile pour explorer les données, mais il n’est pas adéquat
pour répondre aux questions de prédiction que nous verrons au chapitre suivant. Pour cela nous
devons disposer d’'un modéle de variogramme, pour les deux raisons suivantes :

— Pour réaliser la prédiction, il faudra connaitre le variogramme & des distances pour lequel

il n’a pas été calculé empiriquement selon les équations ci-dessus. Il nous faut donc un
modéle pour ces distances.

— Par ailleurs, comme nous ’avons vu a la section 3.3, le variogramme doit étre une fonction
conditionnellement définie négative ; il faut donc faire ’estimation & I'intérieure d’une classe
paramétrique de fonctions vérifiant cette propriété.

Les modeles de variogrammes ~(-;6) présentés a la section 3 dépendent d'un vecteur de

paramétre § € © C RP qu’il faut estimer. Nous allons présenter deux méthodes d’estimation de
0 : les moindres carrés et le maximum de vraisemblance.

Estimation par moindre carré

L’estimateur empirique naturel du variogramme théorique ~y(h) est estimateur des moments
(21)

i) =5y O (Z(a) ~ Z(a)? heD. 23)
o,B:hag~h

Proposition 7 La quantité 5(h) est un estimateur sans biais de ~y(h).
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Cela découle directement du fait que, comme nous l'avons déja vu, E{Z(z4) — Z(z5)}?] =
27(ha,3).
Pour une famille paramétrique v (h; #) estimation de § par moindres carrés ordinaires (MCO)

est
K

Orico = arg min > {A(hw) = (b m)}?,
=1

ot K est le nombre de classes retenues pour le calcul du variogrammme expérimental. Dans
cette formule, la somme est réalisée sur des classes de distance (et éventuellement des classes de
direction), comme nous cela a été discuté a la section précédente.

La méthode des MCO n’est en général pas la plus efficace car les §(hy) ont en général des
variances tres différentes, a la fois parce que la variance théorique des termes {Z(zo) — Z(z5)}?
dépend de hqg, et par ce que le nombre de termes N (h) varie fortement d’une classe de distance
a une autre.

L’estimation de 6 par moindres carrés pondérés (MCP) consiste a introduire un poids wy
pour chaque classe, inversément proportionnel & une approximation de la variance de Y(hg).
Pour un champ Z(-) Gaussien d’ordre 2, 0.5{Z(z,) — Z(z3)}? est distribué comme une x7, dont
la variance est 72(ha5). En négligeant les corrélations intervenant entre les incréments d’une
méme classe, on peut écrire Var{4(hy)} ~ v2(hg;)/N(ht). L'estimation par MCP revient &

résoudre
K

5 : N (hy) 2
Orop = argmin Y(hg) — v(hi; 1)}, 24

8> ey (08) 2 i) (24
De nombreuses études ont montré que les performances de ’estimation par MCP sont générale-

ment largement meilleures que par MCO.

Estimation par maximum de vraisemblance

L’estimation par maximum de vraisemblance nécessite de faire une hypothése distribution-
nelle compléte pour le vecteur d’observations Z = (Z(x1), ..., Z(xy,)). Soit Z un vecteur gaussien
de moyenne p et de covariance Var{Z} = ¥(6), ou 6 est le vecteur de parameétre de la fonction de
covariance C'(h; ). L'élément (i, j) de 3(0) vaut X j(0) = C(z; — x4;0). La log-vraisemeblance
vaut alors :

10(6) = —5 (Indet(S(0)) + (Z — )'S0)(Z — )} (25)

L’estimateur de maximum de vraisemblance est la valeur § qui maximise [,(0) et C(h;0) est
Pestimateur par MV de C(h;0).

Remarques
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1. Lestimation par MV selon (25) suppose I'existence d’une espérance p et d’une fonction de
covariance C(h;6). En d’autre terme, elle n’est possible que sous hypothése stationnaire
d’ordre 2, ce qui exclut d’emblée les variogrammes non bornés. Les parameétres de ceux-ci
doivent étre estimer par MCP ou par vraisemblance restreinte (REML), voir Cressie (1993).

2. L’estimateur de MV repose fortement sur ’hypothése gaussienne ; des exercices de simula-
tion ont montré que cet estimateur n’est pas trés robuste par rapport a des écarts i cette
hypothése. Sur certaines données, cet estimateur donne des résultats assez instables; il
suffit parfois de retirer une seule donnée pour voir les paramétres varier fortement. Il est
donc plutot recommandé d’utiliser I'estimateur par MCP.

3. Pour maximiser (25) il faut itérer le calcul de det(X(6)) et de X(6)~!, ce qui exige O3(n)
opérations. Ce n’est donc envisageable que pour de relativement petits échantillons (tout
au plus quelques centaines de valeurs).

4.4 Estimation paramétrique d’un variogramme anisotrope

Lorsque le variogramme expérimentale présente des anisotropies, on va modéliser les diffé-
rents variogrammes expérimentaux par un variogramme unique 7y(h; @), valable dans toutes les
directions et pour toutes les distances & la fois. Il est important de noter qu’il ne s’agit pas de
modéliser un variogramme par direction, mais de modéliser une fonction variogramme y(h;0),
qui ne dépend pas uniquement du module ||h|| de h, mais également de sa direction.

L’idée générale est que 1'on peut transformer les coordonnées x = (x1, x2) qui décrivent D en
un nouveau systéme de coordonnées, ' = (2, z}) dans lequel le variogramme est isotropique.
Les paramétres du variogramme isotrope sont alors estimés (par MCP par exemple) dans ce
nouveau systéme de coordonnées.

Anisotropie géométrique

Un modéle particuliérement facile & mettre en ceuvre estimer et a ajuster est le modéle
d’anisotropie géométrique. Ce modéle consiste a faire I’hypothése que la transformation est la
succession d’une rotation et d’une dilatation/contraction.

Dans R?, une rotation s’exprimme l’aide d’une matrice de rotation
0 cosT sinT
—sinT cosT |’

qui transforme le systéme de coordonnées d’origine en un systéme de coordonnées paralléle aux
axes principaux. Dans R?, la matrice prend une forme un peu plus compliquée et s’écrit comme
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une composition de 3 rotations élémentaires autour des trois axes principaux. Voir Wackernagel
(2003) pour une description détaillée. On se limite dorénavant au cas d = 2.

Une second matrice, diagonale, opére une dilatation ou une contraction de chaque axe :

Vdi 0
@:( 0 ﬁ>

Ainsi, les coordonnées x’ s’expriment comme la composition 2’ = v/ DQuz. Le variogramme
est supposé isotropique dans le nouveau systéme de coordonnées. Il ne dépend donc que de la
distance r = |||, c’est & dire :

r=II1ll = VYW = VW QDGR

En d’autre termes, les lignes d’iso-variogramme, qui sont circulaires dans le nouveau systéme de
coordonnées, décrivent une ellipse d’équation

r? = h'Bh = h'Q'DQh,

ayant pour direction la direction 7 et ayant pour diameétre 2r//d, dans la direction p =1, 2.

Finalement, on a donc un modele de variogramme +(h; 0, B), dans lequel 6 sont les paramétres
d’un variogramme anisotropique 7;so(7; 6) et on

V(h; 0, B) = iso(V ' Bh; 0)

avec B = Q'D(@. Ce modéle d’anisotropie comporte trois paramétres : la direction principale, 7 et
les paramétres d; et do. En réalité le variogramme isotropique v;s, ayant lui méme un paramétre
d’échelle (la portée), ce modéle est surparametré. Il est préférable de poser dp = 1 et dg > 1 afin
d’éviter tout probléme de surparamétrisation.

Notons que dans le modéle d’anisotropie géométrique, le pallier est identique dans toutes les
directions. Seule la portée varie.

L’anisotropie zonale

Il peut arriver que les variogrammes expérimentaux présentent des palliers différents selon les
directions. Cela est par exemple le cas lorsque le domaine présente des objets géomorphologiques
paralléles de trés grandes dimensions qui traversent le domaine. Dans ce cas, le domaine apparait
comme divisé en zones plus ou moins paralléles. Cela explique une plus grande variabilité dans
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la direction qui traverse cette zonation que dans la direction paralléle & ces objets. Posons que
x9 est la direction de plus grande variabilité.

Une stratégie efficace pour modéliser une telle anisotropie consiste & ajuster un modéle de
variogramme 71 (h) le long de la direction x; puis a le poser comme un variogramme isotrope. On
ajoute ensuite un variogramme -2 (h) avec une anisotropie géométrique, pour lequel 7 est dans la
direction 3 et do présente une valeur trés petite, qui le rend sans effet visible dans la direction
x1. Le variogramme total est alors

v(h) = y1(h) +2(h).

Déformation générale de 1’espace

On se rapelle que 'anisotropie géométrique consiste a déformer le systéme de coordon-
nées par une transformation paramétrique simple en un nouveau systéme de coordonnées dans
lequel le variogramme est isotrope. On généralise cette approche on considérant qu’il existe
une transformation générale, f, des coordonnées x en un nouveau systéme de coordonnées z’
(f(x) = '), telle que ~(||z; — 2%[|) = v(|[f(zi) — f(z;)[|) est isotropique. Pour étre capable
d’estimer la fonction f, il faut 4) imposer des conditions de régularité sur f (en général, im-
poser que f est un diffeomorphisme de D dans RY suffit) et ii) disposer de N répétitions
(par exemple temporelle) du phénomeéne afin de pouvoit disposer d’un estimateur empirique

¥ (@arxp) = 1/2N 0 (Z(ah) — Z(xh)).

4.5 Validation d’un modéle de variogramme

Les techniques d’estimation vues ci-dessus permettent d’estimer les paramétres 6 d’une cova-
riance ou d’'un modeéle de variogramme & 'intérieure d’une famille paramétrique, selon certains
critéres d’optimalité (moindres carrés pondérés, maximum de vraisemblance). Il reste a valider
cette estimation, ce qui revient a choisir la famille paramétrique. Il peut également s’agir de
sélectionner le meilleur couple (famille paramétrique ; parameétres estimés) parmi un ensemble
donné. Nous allons décrire deux procédures alternatives.

Le bootstrap paramétrique

On se place dans le cas le plus général, dans lequel on a estimé les paramétres 6 d'un va-
riogramme paramétrique (h;0), a partir d'un variogramme empirique (9 () calculés pour
des classes de distance (hy)g=1,. x & partir d’'un échantillon Z = (Z(x1),...,Z(xy)) de valeurs
mesurées aux points 1,...,z, € D. On réalise alors N simulations® Z0), j =1,... N d'un

5. Pour les techniques de simulation, voir Section 7?7
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vecteur gaussien (éventuellement sous hypothése intrinséque) aux points de données x1,...,x,
avec le variogramme ~y(h; é) Pour chaque simulation j, on calcule les estimations empiriques
{ﬁ(j)(hk), k=1,..., K} pour les mémes classes de distance (hy)g=1,. k. On en déduit les enve-
loppes inférieures Y, r(hy) = minj—; . n 'Ay(j)(hk) et supérieures Yoyup(hy) = maxj—i, . N &(j)(hk).
Ces deux enveloppes définissent un intervalle de confiance approximatif empirique de niveau
1—2(N +1), car

P39 (hi) < Aing(hr)) = PV (hr) > Asup(hie) < 1/(N +1).

On représente alors graphiquement les fonctions i r (hi), Ysup(hi) et '?(O)(hk). Si le variogramme
empirique initial 4 (k) sort de Penveloppe ing (hk), Vsup(hi)] pour 'une des distances hy, on
rejette le modele ~y(h; 6). 1l faut bien noter qu’on ne rejette pas seulement l'estimateur y(h; é),
mais bien toute la famille paramétrique. En effet, v(h; é) étant le meilleur estimateur dans cette
famille, si celui-ci est rejeté, alors toute la famille doit 1’étre également. Si le variogramme em-
pirique initial reste toujours dans l'intervalle de confiance, on ne rejette pas le modele v(h;0) et
v(h;6) en est son estimateur.

Cette procédure, bien que simple et élégante, souffre cependant de deux défauts :

— En réalité, on ne sait simuler que des vecteurs distribués selon une loi multigaussienne.
Cette procédure n’est donc en théorie valide que pour des échantillons qui peuvent raison-
nablement étre modélisés par des vecteurs gaussiens. Dans le cas ol cette hypothése n’est
pas raisonnable, il peut étre nécessaire de ne pas travailler directement sur les données,
mais sur une transformation de celles-ci. Ce point sort du cadre de ce cours; pour plus de
détails on peut se référer par exemple a Chilés et Delfiner (1999).

— Telle que décrite ci-dessus, cette procédure fait 'impasse sur deux points majeurs : d’une
part, il y a un probléme de tests multiples, puisqu’on teste pour chaque distance hy,
k=1...,K si 49(hg) est ou non dans lintervalle [4i,(hx), sup(Px)]. I faudrait donc
ajuster le niveau réel pour prendre en compte ce phénoméne. Mais d’autre part, les valeurs
du variogramme empirique initial & des distances k et &’ ne sont pas indépendantes. Cette
dépendance est trés difficile & prendre en compte et est en générale négligée. Elle vient
en partie contrebalancer 'effet des tests multiples. Au final, cette procédure est plutodt
conservatrice ; elle tend & maintenir (& ne pas rejeter) ’hypothése validée.

Cette procédure permet de valider un modéle de variogramme, mais ne permet pas de sélectionner
parmi un ensemble de modéles, ce que permet la procédure suivante.
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La validation croisée

Le principe de la validation croisée est d’éliminer & tour de réle chaque observation et de
la prédire a laide des autres observations en utilisant le krigeage %, sans réestimer le modéle de
variogramme . En chaque site ;, 4 = 1,...,n on dispose donc de la valeur observée, Z; = Z(x;),
d’une valeur prédite par krigeage ZZ-K = Zi]C (x;) et d’une variance de krigeage associée, 0’%(71-. A
partir de ces valeurs, on peut construire trois indicateurs :

n

BIAIS = 1/n) (Zf - Z)),

=1
n
EQM = 1/n) (ZF - z),
i=1
n
EQNM = 1/n) (Zf - 7)) /%,
=1

Le premier critére est un biais, et le second ’erreur quadratique moyenne. Le dernier critére est la
moyenne de l'erreur quadratique normalisée (i.e. divisée par la variance de krigeage qui n’est autre
que l'espérance de l'erreur quadratique). Si le modele de variogramme est valide, EQNM doit étre
proche de 1. Si en premiére apprximation, on suppose que les erreurs normalisées (ZX — Z;) /o ;
sont des normales centrées réduites indépendantes, on validera le modéle si

q(n,a/2) <nEQNM < q(n,1 —«a/2) (26)

ot q(n, ) désigne le B-quantile d’une x2. Ce dernier test permet de rejetter ou non un modéle
v(h;0). L’observation des critéres BIAIS, EQM et EQN M permet de sélectionner le meilleur
modéle parmi un ensemble de modéles. Dans un objectif de prédiction, on va chercher 'EQM
minimum. Pour autant, les variances de krigeage annoncées doivent en adéquation avec les erreurs
quadratiques constatées. On ne peut donc accepter un modele ayant un EQNM hors de 'intervalle
(26). Il peut étre préférable de sélectionner un modéle présentant un EQM légérement moins bon,
si son EQNM est proche de 1.

6. Voir la Section ??

7. Dans la littérature sur la validation croisée, cette procédure s’appelle "Leave One out". Une forme plus
générale consiste & éliminer p observations et & les prédire a I’aidre des n — p autres observations ; cette procédure
s’appelle "Leave p Out". Déterminer le p optimal est un sujet de recherche actif, et il n’y a pas de réponse définitive
sur la meilleure valeur de p. Mais on sait que p = 1 est un choix qui n’est jamais mauvais.
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